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1. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ, 
СИСТЕМЫ И НЕРАВЕНСТВА

1.1. Решить систему уравнений
6 χζ  +  Зх =  2ζ — 2,

. ху  +  z y =  2(z — х  +  1 ), 
zy — 6 χζ  +  у =  Зх +  3.

1.2. Решить систему уравнений
(4х +  у) (ζ +  1) +  4z =  О, 

■ я? +  У ~  х  — — 1» 
ху  — zy  +  2z =  1 +  х.

1.3. Решить систему уравнений

3 xz  +  1 =  4х  +  3z,
. 4ху — 3xz  =  4у — 3z +  9, 

ху  — zy =  х  +  3 — 2z.

1.4. Решить систему уравнений

(х +  2y)(3z +  1) =  11 +  8у,
. х у  — zy +  3 =  2х +  z, 

х у  — 2 х  =  у — 1 .

1.5. Решить систему уравнений

х 2 +  ху  — 2 у2 +  8х +  10у +  12 =  О, 
х 2 +  3 ху  +  2у2 — х +  у — 6 =  0.

1.6. Решить систему уравнений

8х2 -  2 х у  - у 2 -  ЗОх — 9у -  8 =  О, 
8х2 +  бху  +  у2 -  2у -  8 =  0.

1.7. Решить систему уравнений

[ 2х 2 — х у  — у2 — 10х — 8у — 12 =  О, 
|2 х 2 +  Зху +  у2 +  х -  у -  6 =  0.

(Билет 1, 1991)

(Билет 2, 1991)

(Билет 3, 1991)

(Билет 4, 1991)

(Билет 9, 1996)

(Билет 10, 1996)

(Билет 11, 1996)
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1.8. Решить систему уравнений

х 2 +  2 ху  — 8 у1 +  9х +  ЗОу +  8 =  0, 
х 1 +  Ьху +  8 у2 — 2х — 8 =  0.

(Билет 12, 1996)

1.9. Решить неравенство

13 —Зл +  У л 2 —л —6
5 — х > 1 .

(Билет 5, 1997)
1.10. Решить неравенство

7 — З х  +  У л 2 +  3л — 4
л - 3 <  - 1.

(Билет 6, 1997)
1.11. Решить неравенство

1 3 - 6 л  +  У 4 л 2- 2 л - 6
5 —2л > 1 .

(Билет 7, 1997)
1.12. Решить неравенство

26 — Зл +  У л 2 — 2л — 24
л -  10 < - 1 .

1.13. Найти все действительные корни уравнения

| х  — у[х — 3 1 +  | Vx  +  7 — х  | = 6.

1.14. Найти все действительные корни уравнения

12Vx +  1 — х  | +  | х  — 2Vx +  2 1 = 7 .

1.15. Найти все действительные корни уравнения

\х  — Vx — 2 | +  |\/л  +  6 — х | = 8.

1.16. Найти все действительные корни уравнения
| ЪуГх +  2 — х  | +  | х  — Ъ\Гх +  3 1 = 9 .

(Билет 8, 1997)

(Билет 9, 1997)

(Билет 10, 1997)

(Билет 11, 1997)

(Билет 12, 1997)



АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ, СИСТЕМЫ И НЕРАВЕНСТВА 5

1.17. Решить неравенство

V2r* -  7х -  4 > -  х - 4

(Билет 1, 1998)
1.18. Решить неравенство

V3x2 -  8х -  3 >

(Билет 2, 1998)
1.19. Решить неравенство

V2x2 +  7х — 4 > х — i  
4

(Билет 3, 1998)
1.20. Решить неравенство

V3x2 +  8х -  3 > ±^2*

(Билет 4, 1998)

1.21. Найти все пары целых чисел х, у, при которых является 
верным равенство

х3 — 6х2 — ху  +  13х +  Зу +  7 =  0.
(Билет 1, 1998)

1.22. Найти все пары целых чисел х, у, при которых является 
верным равенство

х3 — ху  — 7х +  2у +  23 =  0.
(Билет 2, 1998)

1.23. Найти все пары целых чисел х, у, при которых является 
верным равенство

х3 — χ 2 — ху  — 17х — Зу +  8 =  0.
(Билет 3, 1998)

1.24. Найти все пары целых чисел х, у, при которых является 
верным равенство

х3 — Зх2 — ху  — 8х — 2у +  27 =  0.
(Билет 4, 1998)

1.25. Найти действительные решения системы уравнений

[х 2 — 4х — 2у — 1 =  0,
[у2 — 2х +  6у +  14 =  0.

(Билет 1, 1999)
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1.26. Найти действительные решения системы уравнений
f х2 -  4х +  4у +  27 =  О,
[у2 +  2х +  8у +  10 =  0.

(Билет 2, 1999)
1.27. Найти действительные решения системы уравнений 

|  х 2 — б* — Зу — 1 = 0 ,
I у2 +  2х +  9 у +  14 =  0.

(Билет 3, 1999)
1.28. Найти действительные решения системы уравнений

\ х г +  7 х -  у +  \ \ = 0 ,
|̂ у2 +  Зх — у +  15 =  0.

(Билет 4, 1999)
1.29. Найти все пары целых чисел х, у, для которых верны 

неравенства
Зу — х < 5, х +  у > 26, Зх — 2у < 46.

(Билет 1, 1999)
1.30. Найти все пары целых чисел х, у, для которых верны 

неравенства
Зу — 5х > 16, Зу — х < 44, Зх — у > 1 .

(Билет 2, 1999)
1.31. Найти все пары целых чисел х, у, для которых верны нера­

венства
Зу — 2х < 45, х +  у > 24, Зх — у < 3.

(Билет 3, 1999)
1.32. Найти все пары целых чисел х, у, для которых верны 

неравенства
у — З х < 1 ,  2у — Зх > 19, 4у — х < 78.

(Билет 4, 1999)

1.33. Решить неравенство

V  Зх3 — 22х2 +  40х „
 — < ^ Зх — 10.

(Биле! 5, 1999)
1.34. Решить неравенство

V 2х3 — 22х2 +  60.V „
------------ - 9= 2.V -  К).

X  —  6

Um.ici 6, 1999)
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1.35. Решить неравенство

V 3 x 3- 2 7 x 2 +  60x 
х —5 » З х - 1 2 .

1.36. Решить неравенство

V 2 x3- 2 7 jc2 +  90jc

2 х — 15 > X — 6.

1.37. Решить систему уравнений

——  2ху =  16, 

f j  +  3xy =  25.

1.38. Решить систему уравнений

+  ху  =  72,

^2 +  ху =  9.

1.39. Решить систему уравнений
„з

— +  Зху  =  25, 

^—  2ху =  16.

1.40. Решить систему уравнений

2L a .  iZ  — i  
у 2 +  4х А
8у  £ х  ^

1.41. Решить неравенство

V - x 2 +  X +  6

| х 2 — 7х +  6|  — | х 2 — х  — 2|
^ 0 .

(Билет 7, 1999)

(Билет 8, 1999)

(Билет 1, 2000)

(Билет 2, 2000)

(Билет 3, 2000)

(Билет 4, 2000)

(Билет 5, 2000)
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1.42. Решить неравенство

V - x 2 +  7 x - 6  

I х 2 — бх  +  5 1 — ( jc2 — 2jc — 3 1

1.43. Решить неравенство

V — х 2 — 6х —5
 2 > 0| х  -Ьх — 2 1 — |лг +  7х +  6|

1.44. Решить неравенство

V — х2 — 2х +  3
2 2 < 0 ·|х  +  2х —3| — |х  +  6 х + 5 |

1.45. Решить неравенство

  1 -  , 1
2 — ^ х 2 — х — 2 ^ х 2 +  3

1.46. Решить неравенство

 ί______< 1 ■
2 - V x 2- 3 x  V x 2— 2х +  4

1.47. Решить неравенство

  1 - <  ! .
4 — V х2 — 2х — 8 V х2 +  12

1.48. Решить неравенство

 ! -  1
2 —V x2 +  3x V x 2 +  4х +  7

1.49. Решить уравнение

\/2хг +  4х -  23 -  λ/χ1 +  2х К - 1

(Билет 6, 2000)

(Билет 7, 2000)

(Билет 8, 2000)

(Билет 1, 2001)

(Билет 2, 2001)

(Билет 3, 2001)

(Билет 4, 2001)

(Билет 5 , 2001)
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1.50. Решить уравнение

V2x2 - 8 x  +  25 -  Vx2 - 4 x  +  13 =  2.

1.51. Решить уравнение

V2x2 — 12х +  46 — Vx2 — 6х +  22 =  3.

1.52. Решить уравнение

V2x2 -  8х +  49 -  Vx2 -  4х +  21 =  4.

1.53. Решить систему неравенств

х2 +  9у2 -  18у =5 0,
2х +  3 — 2ху < 0.

1.54. Решить систему неравенств
[ у2 +  Зху +  1 ^ 0 ,
[9х2 -  1 2 х - 8 у < 0 .

1.55. Решить систему неравенств

4х2 +  у2 +  8х ^ О, 
ху  +  у +  1 < 0.

1.56. Решить систему неравенств

[Зх2 +  2ху +  3 ^ 0 ,
[у2 +  6у +  18 x ^ 0 .

1.57. Решить неравенство

(Билет 6, 2001)

(Билет 7, 2001)

(Билет 8, 2001)

(Билет 5, 2001)

(Билет 6, 2001)

(Билет 7, 2001)

Vx2 +  5х +  6 < 1 +  Vx2 +  X +  1 .

1.58. Решить неравенство

Vx2 +  4х +  3 < 1 +  Vx2 — 2х +  2 .

(Билет 8, 2001)

(Билет 9, 2001)

(Билет 10, 2001)
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1.59. Решить неравенство

Ух2 — 5х  +  6 < 1 +  Vx2 — х  +  1.

ί.60 . Решить неравенство

Vχ 2 -  4х +  3 < 1 +  Vx2 +  2х +  2.

1.61. Решить систему уравнений

5х — 6у +  4z +  ху =  0, 
Зх — 5 у +  z — у2 =  0, 
х — 4 у — 2z — yz =  0.

1.62. Решить систему уравнений
3 х — у — 5z — 2у z =  О, 
х  — 5у — 2 — 2z2 =  О, 
х +  9у — 3z +  2xz =  0.

1.63. Решить систему уравнений
Зх +  у +  2z — х2 =  О, 
10х — Зу — 3ζ +  χζ =  О, 
16х — у +  z — ху =  0.

1.64. Решить систему уравнений
6х — 5у +  9z — 2у2 — О, 
х — 2у +  4z — 2ху =  О, 
4х — у +  z — 2yz =  0.

1.65. Решить систему уравнений

[Ух +  у +  Ух +  2у =  10, 
|У х +  у +  2х +  у =  16.

1.66. Решить систему уравнений

f У11х — у — Уу — х =  1, 
|7У у — х  +  6у — 26х =  3.

(Билет 11, 2001)

(Билет 12, 2001)

(Билет 9, 2001)

(Билет 10, 2001)

(Билет И , 2001)

(Билет 12, 2001)

(Билет 1, 2002)

(Ьилет 2, 2002)
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(Билет 3, 2002)

1.67. Решить систему уравнений

\у/х — 4у — 2V3у  -Ь х  -  1 ,
7V3y +  х +  22у +  5х =  13.

1.68. Решить систему уравнений

[Ух — Зу — У5х — у =  2 , 
jl5V 5x — у +  22х +  4у =  15.

(Билет 4, 2002)

1.69. Найти действительные решения системы уравнений

xy +  y- =  J  +  f ,S χ  у  J  г

^ +  ^  +  4 = 0 .

1.70. Найти действительные решения системы
i  i  „2у _

X

(Билет 5, 2002) 

уравнений

i X У I X'
У +  71 =  Т  +  Т>

7 + 4 + 4 = о·У х  х

(Билет 6, 2002)

1.71. Найти действительные решения системы уравнений

+  X у  =   J +  X ,
ху

+  х 2у2 +  4у2 =  0.

(Билет 7, 2002)

1.72. Найти действительные решения системы уравнений

3 3 
х  У х у

— +  х у +  10у =  0.

1.73. Решить неравенство

х  +  9х — 162 > 9 - 1 x 1 .

(Билет 8, 2002)

(Билет 5, 2002)
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1.74. Решить неравенство

^ 5M+_ 3 Q x - 2 x 2 >  ш _  | х | _

1.75. Решить неравенство

.  1х2 + 30х — 675 ^  , ,

V— ^ 3 — > , 5 ~  1* 1·

1.76. Решить неравенство

1.77. Решить систему уравнения

х3 +  у3 — z3 — xyz  +  1 1 = 0, 
■ X3 — у3 +  z3 — xyz  — 2 1 = 0 ,  

у3 +  z3 — х" — xyz  — 3 =  0.

1.78. Решить систему уравнений

2х3 — у3 — 2 z3 +  xyz +  5 =  0,
■ у3 +  2z3 — х3 — 2xyz — 2 =  0, 

х3 — у3 — z3 +  xyz +  4 =  0.

1.79. Решить систему уравнений

х3 +  2у3 +  z3 +  2xyz +  22 =  0,
■ 2х3 — 2у3 — z3 +  xyz +  2 =  0, 

у3 — х3 — z3 +  xyz — 13 =  0.

1.80. Решить систему уравнений
Зх3 — Зу3 +  z3 — xyz — 3 =  0,

■ Зу3 — х3 — z3 — xyz +  5 =  0, 
х3 -  у3 +  z3 -  xyz -  2 =  0.

(Билет 6, 2002)

(Билет 7, 2002)

(Билет 8, 2002)

(Билет 9, 2002)

(Билет 10, 2002)

(Билет 11, 2002)

(Билет 12, 2002)
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1.81. Найти все действительные решения системы уравнений

2 +  6у =  Vx — 2 у,

Vx +  Vx — 2 у  =  х +  Зу — 2.

(Билет 1, 2003)

1.82. Найти все действительные решения системы уравнений 

3* -  1 =  Σ +  2V ^ T y ,

Vy +  Vx +  y =  у — Зх — 6.
(Билет 2, 2003)

1.83. Найти все действительные решения системы уравнений 

1 — 5у =  — — 6Vx — у,

Vx — Vx~— у =  х  — 5у — 6.
(Билет 3, 2003)

1.84. Найти все действительные решения системы уравнений

3 +  21х =  ^  +  4Vy — З х ,

V у — yfy~— Зх =  у +  7х — 2 .

1.85. Решить неравенство
(Билет 4, 2003)

--------------------<
V x 2 — 4х — 5 — 4 2 |х  + 2 | - 5 '

1.86. Решить неравенство

1 1
Vx2 + 2х — 8 — 4 2 [ х — 3 1 —5 '

1.87. Решить неравенство
1 1

Vx2 +  4х — 5 — 4 2 1 x 4 -6 1 —5*

1.88. Решить неравенство

1 1

(Билет 5, 2003)

(Билет 6, 2003)

(Билет 7, 2003)

V x 2 —2л —8 — 4 2 ,х  51 5

(Билет 8, 2003)
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1.89. Решить неравенство

J 9 - V76 -  Ϊ Ρ  < 3 — х.

1.90. Решить систему уравнений

2ху2 +  8 ζχ2 — 4 yz1 =  6xyz,
• 8 x z2 — 4 ух2 +  2zy2 =  bxyz, 

2 xy  — 4 xz  +  2yz =  3.

1.91. Решить неравенство

^ 1 6 - V 1 3 2 -  16x3 < 4 -  x.

1.92. Решить систему уравнений
4zx2 — yz2 +  2 xy2 =  3xyz,

• zy2 +  2xz2 — 4yx2 =  3xyz, 
2 xy  — 2 xz +  yz =  3.

1.93. Решить неравенство

^ 9 - 2 V l 9  +  81x3 < 3 +  3x.

1.94. Решить систему уравнений
8zx2 — 2xy2 +  4yz2 =  6xyz,

• 4yx2 +  2zy2 — 8xz2 =  6xyz, 
2xy +  4xz — 2yz =  3.

1.95. Решить неравенство

.. / V33 +  32X3-у 4 --------- _  < 2 +  x.

1.96. Решить систему уравнений
2yz2 — 4ху2 +  zx2 =  3xyz, 

■ 2ух2 +  4zy2 — xz2 =  3xyz, 
2ху +  xz — 2yz =  3.

(Билет 9, 2003)

(Билет 9, 2003)

(Билет 10, 2003)

(Билет 10, 2003)

(Билет И , 2003)

(Билет 11, 2003)

(Билет 12, 2003)

(Билет 12, 2003)
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1.97. Найти все действительные решения системы уравнений

г 5 +  4х4 +  5у2 =  О,
З У 3 2

х  ^ 2  =  ху  — У ■

(Билет 1, 2004)

1.98. Найти все пары целых чисел, при которых является верным 
равенство

3 ху  +  16х +  13у +  6 1 = 0 .
(Билет 1, 2004)

1.99. Найти все действительные решения системы уравнений

у7 +  у6 — 6х2 =  0, 
з

5 i X 2 i 2У +  - j  =  X +  х у .
У

(Билет 2, 2004)

1.100. Найти все пары целых чисел, при которых является верным 
равенство

—3 ху — 10х +  13у +  35 =  0.
(Билет 2, 2004)

1.101. Найти все действительные решения системы уравнений

х9 — х8 — 2 у2 =  0,

‘ X7 +  ^7 =  у2 +  ух3.

(Билет 3, 2004)

1.102. Найти все пары целых чисел, при которых является верным 
равенство

Зху +  19х +  10у +  55 =  0.
(Билет 3, 2004)

1.103. Найти все действительные решения системы уравнений 

у7 +  2 у6 +  Зх2 =  0,
4 х

У -  ху
 х_
4 у

(Билет 4, 2004)
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1.104. Найти все пары целых чисел, при которых является верным 
равенство

—3 ху +  10* — 16 у +  45 =  0.

1.105. Решить неравенство 
5

б - з У б - х - х 2 Χ + 1  · +  Ι * + Η ·

1.106. Решить неравенство
1

+
1

* 2 ' 6 —Зл/4-НЗх — JC2 1 +  | *  21

1.107. Решить неравенство
1 1

J C - 1 6 - 3 V 6 +  Х —  Х

1.108. Решить неравенство

X + 1  6 - з У 4 - З х - х 2 ! +  1 ^ + Ч

1.109. Решить систему уравнений

(2х - у ) 2 =  4 +  ζ2, 
(ζ — у)2 =  2 4- 4х2, 
(ζ  +  2 х )2 =  3 +  у2.

1.110. Решить систему уравнений

(Зу — х ) 2 =  2 +  ζ2, 
(3y +  z)2 =  3 +  x2, 
(ζ -  х ) 2 =  4 +  9у2.

1.111. Решить систему уравнений

(х +  у)2 =  3  +  4ζ2, 
(2 ζ — у)2 =  4 +  х2, 
(2ζ — х )2 =  2 +  у2.

(Билет 4, 2004)

(Билет 5, 2004)

(Билет 6, 2004)

(Билет 7, 2004)

(Билет 8, 2004)

(Билет 9, 2004)

(Билет 10, 2004)

(Билет 11, 2004)
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1.112. Решить систему уравнений

(х — 2у)2 =  4 Η- z2, 
• (z — 2 у ) 2 =  3 -Ьх2, 

(z +  х )2 =  2 +  4 у2.
(Билет 12, 2004)



2. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ, 
СИСТЕМЫ И НЕРАВЕНСТВА

2.1. Решить уравнение

^8 sin х +  -у  =  2 cos х +  2 tg х.
(Билет 1, 1991)

2.2. Решить уравнение

V5 t g x + 1 0 = f s i n x + ^ .

2.3. Решить уравнение

V7 — 4V2sin х =  2 cos х  — V2 tg х.

2.4. Решить уравнение

V l2 — 6V2 tg х  =  3 sin х ----
COS X

2.5. Решить уравнение
arctg Зх =  arccos 8х.

2.6. Решить уравнение

2 arcsin 2х =  arccos 7х.

2.7. Решить уравнение

arcsin 5х =  arcctg 6х.

2.8. Решить уравнение

2 arccos х =  arccos j  х.

2.9. Решить систему уравнений

10 cos 2х — 2 =  7 cos х cos 2у,

(Билет 2, 1991)

(Билет 3, 1991)

(Билет 4, 1991)

(Билет 5, 1992)

(Билет 6, 1992)

(Билет 7, 1992)

(Билет 8, 1992)

sin х =  Veos х sin у.
(Билет 9, 1992)



Ι'ΡΜΙΟΙ К М Е ТРИ Ч ЕС К И Е УРАВНЕНИЯ, СИСТЕМЫ И

2.10. Решить систему уравнений:

V2 tg х — 4 ctg x =  3 tg у,
V2 sin 2x =  |  sin x cos y.

2. 1 1. Решить систему уравнений

\ 17 cos 2x — 7 =  21 sin x cos 2y, 
1 cos x =  V3 sin x · cos y.

2.12. Решить систему уравнений

[Vctg x — 3 tg x =  4 ctg y, 
}y (4 /3 ) sin 2x =  cos x-sin y.

2.13. Решить уравнение

sin Зх +  I sin x I =  sin 2x.

2.14. Решить уравнение

cos Зх +  I cos x | =  sin 2x.

2.15. Решить уравнение

sin Зх — I sin x I =  sin 2x.

2.16. Решить уравнение
I cos x | — cos 3x =  sin 2x.

2.17. Найти все решения уравнения
sin 6 х  cos 6х

s i n x + c o s x  c o s x  — sin x ’

финадлежащие интервалу (0; ^).
2.18. Найти все решения уравнения

У3~ cos x —sin х  УЗ sin x  +  cos х
cos 6х sin 6х ’

финадлежащие интервалу ( — 0).

НЕРАВЕНСТВА 19

(Билет 10, 1992)

(Билет 11 ,1992)

(Билет 12, 1992)

(Билет 1, 1993)

(Билет 2, 1993)

(Билет 3, 1993)

(Билет 4, 1993)

(Билет 5, 1993)

(Билет 6, 1993)
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2.19. Найти все решения уравнения
sin 6х cos 6х

sin х — cos х  cos х +  sm x

принадлежащие интервалу ( — ; 0).
2.20. Найти все решения уравнения

VT sin х — cos x -/3 cos x  -(-sin x
sin 6x cos 6x ’

принадлежащие интервалу (0; 
2.21. Решить уравнение

2 ~  3 sin x =  sin x +  cos x.

2.22. Решить уравнение

■у +  cos 2x +  ctg x =  0.

2.23. Решить уравнение

I  +  cos2 x =  sin x  — cos x.

2.24. Решить уравнение

— cos 2x +  tg x =  0.

2.25. Решить уравнение

cos 2x +  cos x
sin 2 x  — tg x tg 2x.

2.26. Решить уравнение
c tg  x —tg  X

3 sin x +  cos 2x =  Ctg 2x.

2.27. Решить уравнение
2

2 cos x +  sin x 
ctg x — sin 2x

=  tg 2x.

(Билет 7, 1993)

(Билет 8, 1993)

(Билет 9, 1993)

(Билет 10, 1993)

(Билет И , 1993)

(Билет 12, 1993)

(Билет 1, 1994)

(Билет 2, 1994)

(Билет 3, 1994)
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2.28. Решить уравнение
ctg х  — tg х  _

cos х  +  3 cos 2x  

2.29. Решить уравнение

=  ctg 2x.

V5 — cos 2x =  cos x — 3 sin x. 

2.30. Решить уравнение
V17 — 7 sin 2x =  3 cos x — 5 sin x.

2.31. Решить уравнение
V5 +  cos 2x =  sin x +  3 cos x.

2.32. Решить уравнение
V17 +  7 sin 2x =  3 sin x +  5 cos x.

2.33. Решить уравнение

2 sin Зх -(-sin 5x
| sin x |

2.34. Решить уравнение

(VT + 1 )  sin 3x +  sin 5x

=  1.

=  V3.

(Билет 4, 1994)

(Билет 9, 1994)

(Билет 10, 1994)

(Билет 11 ,1994)

(Билет 12, 1994)

(Билет 5, 1995)

(Билет 6, 1995)

2.35. Решить уравнение

2 cos Зх —cos 5х
=  1.

(Билет 7, 1995)

2.36. Решить уравнение

(у Т  + 1 )  cos Зх —cos 5 х _
| cos х |

(Билет 8, 1995)

2.37. Найти наименьшее натуральное число п, при котором вы­
полняется равенство

sin (п° +  80°) +  sin (п° — 40°) +  sin (η° +  70°) — cos 25° =  0.
(Билет 9, 1995)
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2.38. Найти наименьшее натуральное число п, при котором вы­
полняется равенство

cos (п +  20°) — cos {п +  80°) — sin (п° +  80°) +  sin 15° =  0.
(Билет 10, 1995)

2.39. Найти наименьшее натуральное число п, при котором вы­
полняется равенство

sin (п° +  100°) +  sin (п° — 20°) +  sin (п° +  50°) +  cos 5° =  0.
(Билет 11, 1995)

2.40. Найти наименьшее натуральное число п, при котором вы­
полняется равенство

cos (п  — 50°) — cos (п  +  10°) — sin (п  +  130°) — sin 75° =  0.
(Билет 12, 1995)

2.41. Решить уравнение

V4 +  3 cos x  — cos 2х  =  V? sin х.

2.42. Решить уравнение

V4 sin x  +  cos 2х +  5 =  2VJ  cos x.

2.43. Решить уравнение

V7 — cos x  — 6 cos 2х =  4 sin x.

2.44. Решить уравнение

V5 — 2 sin x  +  3 cos 2x =  2VJ cos x.

2.45. Решить систему уравнений

cos Зх + =  — V2 cos у,

cos 2y +  2 sin 2x +  -  =  2 sin3 2x. 
4

2.46. Решить систему уравнений

I sin Зх I =  — V2 sin y, 

cos 2y +  2 cos 2x sin2 2x =

(Билет 1, 1996)

(Билет 2, 1996)

(Билет 3, 1996)

(Билет 4, 1996)

(Билет 5, 1996)

(Билет 6, 1996)
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2.47. Решить систему уравнений

sin ^Зх + =  sin у — cos у,

sin 2у +  2 sin 2х = у  +  2 sin3 2х.
(Билет 7, 1996)

2.48. Решить систему уравнений

| cos Зх | =  sin у +  cos у,

2 sin2 2х cos 2х +  -т =  — sin 2у.
(Билет 8, 1996)

2.49. Дана функция / ( х )
. 4 4

S in  X  +  c o s  X
. 6  i 6  ■

s in  X  +  COS X

10
Найти:
1) корни уравнения / ( х )  = γ Ί
2 ) наибольшее и наименьшее значения функции /(* )·

(Билет 9, 1996)

2 sin4 х  +  3 cos2 x
л 9 *

2 cos х +  sin x
2.50. Дана функция / ( х )

Найти:
1 ) корни уравнения / ( х )  =  -у-;

2) наибольшее и наименьшее значения функции

15

/О )·
(Билет 10, 1996)

2.51. Дана функция / ( х )
. 6 6sin X +  cos X
. 4 \ 4 ·sin x  +  cos X

Найти:
7

1 ) корни уравнения / ( х )  = ^ ;
2 ) наибольшее и наименьшее значения функции /О )·

(Билет 11, 1996)

2.52. Дана функция / ( х )
4 22 cos x  +  sin х

2 sin4 x  +  3 cos2 x
Найти:

7
1 ) корни уравнения / ( x )
2) наибольшее и наименьшее значения функции

2.53. Решить уравнение

cos x  cos 5х
cos Зх

; 8 sin x sin Зх.

/  0 0 ·
(Билет 12, 1996)

(Билет 1, 1997)
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2.54. Решить уравнение
sin Зх sin х
sin x  sin Зх 2 cos 2х.

2.55. Решить уравнение
sin x  . sin 5х

sin Зх sin x 8 cos x  cos Зх.

2.56. Решить уравнение
sin Зх cos Зх
sin 2х cos 2х cos 3 x '

2.57. Решить систему уравнений

3 cos x cos у +  7 sin x sin у =  4, 
5 cos x cos у — 3 sin x sin у =  3.

2.58. Решить систему уравнений
16 sin x cos у +  2 cos x sin у =  —3, 
[5 sin x cos у — 3 cos x sin у =  1.

2.59. Решить систему уравнений

19 cos x cos у — 5 sin x sin у =  —6, 
7 cos x cos у — 3 sin x sin у =  —4.

2.60. Решить систему уравнений

3 sin x cos у — 7 cos x sin у =  6,
7 sin x cos у +  5 cos x sin у =  —2.

2.61. Решить уравнение

sin Зх i 3 sin x  _  _ 2  

I sin x | sin 3x

2.62. Решить уравнение

cos Зх _|_ 2 cos x 
| cos x  | cos 3x =  - 1 .

(Билет 2,

(Билет 3,

(Билет 4,

(Билет 9,

(Билет 10,

(Билет 11,

(Билет 12,

(Билет 1,

(Билет 2,

1997)

1997)

1997)

1997)

1997)

1997)

1997)

1998)

1998)
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2.63. Решить уравнение
sin З х  , 3 1 sin х  |   2

sin x  sin Зх

2.64. Решить уравнение
cos Зх . 2 1 cos x  |. ί, | т а  л  | |
COS X COS Зх

2.65. Решить неравенство

Y5 +  3 cos Ах
8

2.66. Решить неравенство

Ψ -
— cos 4х

2.67. Решить неравенство

Ψ4 /7  —cos Ах

> — sin X.

> — 2 cos x.

> — 2 sin x.

2.68. Решить неравенство
4 /5 4 -3  cos Αχ

8 >  — COS X.

2.69. Решить уравнение
cos Зх —sin x  

cos 5 x  — sin 3x

2.70. Решить уравнение
sin Зх —cos x  

cos 3x — sin 5x

2.71. Решить уравнение
cos 5x  + s in  3x 
cos 3x +  sin x

2.72. Решить уравнение
cos Зх  +  sin 5x
cos x  +  sin 3x

1 .

1 .

1 .

- 1 .

(Билет 3, 1998)

(Билет 4, 1998)

(Билет 5, 1998)

(Билет 6, 1998)

(Билет 7, 1998)

(Билет 8, 1998)

(Билет 1, 1999)

(Билет 2, 1999)

(Билет 3, 1999)

(Билет 4, 1999)
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2.73. Решить уравнение

2 +  V3 sin 2х — | cos 2х \ =  4 sin2 у.

(Билет 5, 1999)
2.74. Решить уравнение

2 +  V3 cos х +  | sin х | = 4  sin2 x.
(Билет 6, 1999)

2.75. Решить уравнение
2 +  V3 sin х +  | cos x I =  4 cos2 x.

(Билет 7, 1999)
2.76. Решить уравнение

V2 +  cos x — I sin x I =  2V2 sin2 x.
(Билет 8, 1999)

2.77. Решить уравнение
2 2

sin 7 x    , .  л ΐ  ι ι ί  , ι \ ι  eos 7 x— 2— = 1 6  cos 4 x (l +  2 cos 4x) H —̂ .
sin x  cos x

(Билет 1, 2000)

2.78. Решить уравнение
sin2 9x , ,  , .  ■ i ο  i cos2 9x— z— =  16 ctg 2x sin lOx

co s 2 X

2.79. Решить уравнение

24 cos 2χ. 2
s m  x

2.80. Решить уравнение
2 2 sin Зх 0 , cos Зх

 2  =  ° C0S 4х Н 2 ·
sin x cos x

(Билет 2, 2000)

(Билет 3, 2000)

(Билет 4, 2000)

2.81. Решить уравнение
sin x . sin х =  sin 4х — tg 2х.cos 2х cos Зх cos Зх cos 4х

(Билет 5, 2000)

2.82. Решить уравнение
sin Зх . sin Зх . 0 . п

 х-— η ;--------------Б-  =  sln ~  tg 2х.cos 2х cos 5х cos 5х cos 8х

(Билет 6, 2000)
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2.83. Решить уравнение
sin x  i sin л" =  sin 8х — tg 6х.cos 6х  cos Ί x  cos l x  cos 8x

(Билет 7, 2000)

2.84. Решить уравнение
sin x . sin x g- , . a г - H =------ 7 =  sin 6x — tg 4x.cos 4x  cos 5x  cos 5x  cos 6x

(Билет 8, 2000)

2.85. Решить уравнение
cos3 x  sin Зх  . . 2 Ί  с. т  2 :---------- h sin X COS ЭХ =  0 cos 2х cos X.sin X

(Билет 1, 2001)

2.86. Решить уравнение

3 sin 2х cos x.cos 2х  cos 2х

(Билет 2, 2001)

2.87. Решить уравнение
sin X  cos Зх , 2 · ο  с. г. ■ 2---------------- h cos X sin Зх =  6 cos 2х sin X.

COS X

(Билет 3, 2001)

2.88. Решить уравнение
■ з -sm x  cos Зх , 2 ο ι с. τ  ■ 2 л---------------- V cos x sin Зх +  6 cos 2х sin x =  ϋ.

COS X

(Билет 4, 2001)

2.89. Решить уравнение

tg x +  tg Зх =  4 1 sin x I.
(Билет 5, 2001)

2.90. Решить уравнение

ctg x +  ctg Зх =  V 1 +  ctg2 x .
(Билет 6, 2001)

2.91. Решить уравнение
ctg x +  ctg Зх =  4 1 cos x I.

(Билет 7, 2001)

2.92. Решить уравнение

tg x +  tg Зх =  V 1 +  tg2 х .
(Билет 8, 2001)
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2.93. Решить уравнение

cos 4х  +  cos Зх  +  cos 2 х  +  cos x  V2"| 1 — 2 sin x
sin 4x  +  sin 3x  — sin 2 x  — sin x

2.94. Решить уравнение

sin 4x  +  sin 3x — sin 2x  — sin x

(Билет 9, 2001)

| cos 2x  |
cos x  +  cos 2x  +  cos 3x  +  cos 4x ^2  sin χ sin

(Билет 10, 2001)

2.95. Решить уравнение

cos 4x  — cos 3x  +  cos 2x  - cos x  VT12 cos x  — 1 1
sin 4x  — sin 3x  — sin 2x +  sin x  sin x cos

(Билет 11, 2001)

2.96. Решить уравнение

sin 4x — sin 3x — sin 2 x + s in  x I cos 2x |
i 4x — cos З х + co s  2x — cos x  ^ 2  sin

2.97. Решить уравнение

3 -t-cos 4x — 8 cos' x  1
4(cos x + s in  x) sin x

2.98. Решить уравнение

3 +  cos 4x — 8 sin4 x 1
4(sin x + co s  x) COS X

2.99. Решить уравнение

3 +  4 cos 2x — 8 cos4 x 1
sin 2x — cos 2x — sin 2 x '

2.100. Решить уравнение

3 — 4 cos 2x — 8 sin4 x 1

(Билет 12, 2001)

(Билет 1, 2002)

(Билет 2, 2002)

(Билет 3, 2002)

s in 2 x + c o s 2 x  sin 2 х ‘

(Билет 4, 2002)
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2.101. Решить уравнение
, 2х  — 1 , . πarctg — -----(- arcsm * =  γ .

2.102. Решить уравнение

, 1 — x  , τ  πarcctg - γ γ -  +  arccos 2χ =  γ .

2.103. Решить уравнение

, ι — χ , . η πarctg -γ γ -  +  arcsm Зх =  γ.

2.104. Решить уравнение

. Зх — 1 . жarcctg —  h arccos x =  γ .

2.105. Решить уравнение
■ 2 ί  ι ■ 2 л   i cos 2хsin 2х +  sin 4х =  1 ------- г-.cos Зх

2.106. Решить уравнение

sin2 x +  sin2 2х =  1 cos Зх 
cos 2 х '

2.107. Решить уравнение

cos2 x +  cos2 2х =  1 +  ctg Зх.

2.108. Решить уравнение
2 ι 2 i i  COS Xcosz x  +  cosz 2х =  1 Н------cos 2х

2.109. Решить уравнение
sin х +  | cos x I +  sin 4х =  cos 2х.

2.110. Решить уравнение
cos х +  | sin х | +  cos 2х =  sin 4х.

(Билет 5, 2002)

(Билет 6, 2002)

(Билет 7, 2002)

(Билет 8, 2002)

(Билет 9, 2002)

(Билет 10, 2002)

(Билет 11, 2002)

(Билет 12, 2002)

(Билет 1, 2003)

(Билет 2, 2003)
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2.111. Решить уравнение
sin х +  | cos x  I =  sin 4х +  cos 2х.

(Билет 3, 2003)
2.112. Решить уравнение

cos х  +  | sin х | +  sin 4х =  —cos 2х.
(Билет 4, 2003)

2.113. Решить уравнение
COS Зх / 1 · 7 л   i (1 — sirr x cos 2х — 2 sin x)  =  1 .cos X 4 '

(Билет 5, 2003)
2.114. Решить уравнение

cos- х- (— 1 — sin2 x  cos 2х +  2 cos2 x) =  1 . cos x  4

(Билет 6, 2003)

2.115. Решить уравнение
cos 5х , < η · ? · 2  ^  \    , ( 1 —2 sin x — sin x cos 2χ) =  1 .COS X ν '

(Билет 7, 2003)

2.116. Решить уравнение
COS Зх ,Л  2 · 2  ί  1 \    1 (2 cos x — sin x cos 2х — 1 ) =  1 .cos X 4 '

(Билет 8, 2003)

2.117. Решить уравнение
sin Зх cos 5х +  Isin 5х  cos Зх I ~ ^--------------- :— -------------- L =  2 cos 2х.sin 2х

(Билет 9, 2003)

2.118. Решить уравнение

cos Зх cos 5х +  I sin 5х  sin 3x1 ~ ^----------------------------------1 =  2 cos 2х.sin 2х

(Билет 10, 2003)

2.119. Решить уравнение

cos Зх sin 5 х + Icos 5х  sin З х | п ^------------------ -̂------------- L =  2 sin 2х.
cos 2х

(Билет 11, 2003)

2.120. Решить уравнение

| cos 5х cos Зх | — sin Зх sin 5 х _
cos 2х

(Билет 12, 2003)
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2. 1 2 1 . Решить уравнение

sin Зх +  cos 2х =  cos 4х — 3 1 sin х | .

2.122. Решить уравнение

cos Зх +  cos 2х =  3 1 cos x | — cos 4х.

2.123. Решить уравнение

sin Зх — cos 2х =  3 1 sin x | — cos 4х.

2.124. Решить уравнение

cos Зх — cos 2х =  cos 4х — 3 1 cos х | .

2.125. Решить уравнение

sin xV 1 — cos x — 2 sin x =  sin x +  cos x.

2.126. Решить уравнение

cos xV 1 +  sin x — 2 cos x =  cos x — sin x.

2.127. Решить уравнение

sin xV 1 +  cos x — 2 sin x =  sin x — cos x.

2.128. Решить уравнение

cos xV 1 +  sin x +  2 cos x =  sin x +  cos x.

2.129. Решить уравнение
2 sin Зх  cos 6x

sin x  cos 2 x '

2.130. Решить уравнение

sin 6x  cos 3x
| sin 4x | cos x  '

(Билет 1, 2004)

(Билет 2, 2004)

(Билет 3, 2004)

(Билет 4, 2004)

(Билет 5, 2004)

(Билет 6, 2004)

(Билет 7, 2004)

(Билет 8, 2004)

(Билет 9, 2004)

(Билет 10, 2004)
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2.131. Решить уравнение
2 sin Ъ х  cos 6х
| sin х  | cos 2 x '

2.132. Решить уравнение
sin 6х    cos Эх
sin 4 х  | cos х  Г

(Билет 11, 2004)

(Билет 12, 2004)



3. ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ, ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 
СИСТЕМЫ И НЕРАВЕНСТВА

3.1. Решить уравнение
log7(3 — 2х) -logx(3 — 2х) =  log7(3 — 2х) +  log7 х 2.

(Билет 5, 1991)
3.2. Решить уравнение

log3 Зх +  log3 (4х +  1) =  log 4χ2 +χ 9.

(Билет 6, 1991)

3.3. Решить уравнение
2 log5 (4 — х) · log2x (4 — х) =  3 log5 (4 — x) — log5 2х.

(Билет 7, 1991)

3.4. Решить уравнение

log2 4  +  log2 (2 1х -  2 ) =  2 log21x*_2x 8.

3.5. Решить неравенство

χ ·3 ,081/9(16*'Ι-8*2+1><γ .

(Билет 8, 1991)

(Билет 9, 1991)

3.6. Решить неравенство

]_\1о89(7 -6+9*2) ι_
3 ^ х

3.7. Решить неравенство

2 1о8, (25х4- 1 0 х2 + 1) >  4 Х_

(Билет 10, 1991)

(Билет 11, 1991)

3.8. Решить неравенство

log. [х2- 4 + 4
< 2 .

3.9. Решить уравнение

log4 (cos 2х — γτ] +  1 =  log2 tg x.

(Билет 12, 1991)

(Билет 1, 1992)

! - 2771
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3.10. Решить уравнение

log125(sin 2х — sin х) +  т =  log5( — 2 sin x).

(Билет 2, 1992)

3.11. Решить уравнение

log^ ctg x =  1 +  log6 -  cos 2xj .

3.12. Решить уравнение

log27 (sin 2x — cos x) =  +  log3 ( — cos x).

(Билет 3, 1992)

3.13. Найти все решения уравнения

Vlog2 (8х2 +  8х) =  log^  (х2 +  х),

удовлетворяющие неравенству cos x < tg Зх.
3.14. Найти все решения уравнения

(Билет 4, 1992)

(Билет 5, 1992)

V lo g ^ - ,  5 -log5 \ - ^ —χ =  1,

удовлетворяющие неравенству sin x > ctg 2x.
3.15. Найти все решения уравнения

V7 — log^· (Зх2 — 24х) =  log9 (х2 — 8х),

удовлетворяющие неравенству sin x < tg 2х.
3.16. Найти все решения уравнения

i l°gi/6 (χ2 + 1  *) ·1οδ36*2+6χ 6 =  ь

удовлетворяющие неравенству sin x > tg 6x.
3.17. Решить неравенство

i l o g ,  ( 1 - 2 - 7 - ' )  > 1 .

3.18. Решить неравенство

x l °Si/2 ( | “ 21/Χ) > L

(Билет 6, 1992)

(Билет 7, 1992)

(Билет 8, 1992)

(Билет 9, 1992)

(Билет 10, 1992)
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3.19. Решить неравенство
ю

3.20. Решить неравенство

х1°ёш ( т~  3'31/Х| > L

3.21. Решить неравенство

log5 (31 — 6-5 х ) > х.

3.22. Решить неравенство

3.23.

logi (3 — V2 * — 1) > х. 
2

Решить неравенство

log4 (21 — 5 ·4 2 -* ) > x.

3.24. Решить неравенство

3.25.

(Билет И , 1992)

(Билет 12, 1992)

(Билет 1, 1993)

(Билет 2, 1993)

logi (4 — V3 * — 2 ) > х.3

Найти область определения функции

у  =  Vlog4 (1 +  6х) +  | logi (1 +  7х) I ·

3.26. Найти область определения функции

У =  V I l°g27 (1 +  | -  logi (1 +  2 х ) .

3.27. Найти область определения функции

(Билет 3, 1993)

(Билет 4, 1993)

(Билет 5, 1993)

(Билет 6, 1993)

у =  V  |logg (1 +  \ х )  I -  logi (1 +  З х ) .

(Билет 7, 1993)
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3.28. Найти область определения функции

У =  ψ ο β 4 (1 +  Зх) +  |log^ (1 +  γ -  x) I .

(Билет 8, 1993)

3.29. Решить неравенство

V32* +  4 -  V |3 2 x - 7 |  < 1.
(Билет 1, 1994)

3.30. Решить неравенство

3X(V91_X -  1 +  1) < 3 | 3 Х-  1|.
(Билет 2, 1994)

3.31. Решить неравенство

V l3x +  3 — V113х — 4 i < 1.
(Билет 3, 1994)

3.32. Решить неравенство

4x(V l61_x — 1 +  2) < 4 | 4 х — 11.
(Билет 4, 1994)

3.33. Решить неравенство

41°S2|x|+i V5x +  3 -  l o g ^ ^  (2 1 x I +  1) > 0.
(Билет 5, 1994)

3.34. Решить неравенство

1о82|х| + 1 (Зх +  2) — log3x+2 ( 2 | х |  +  1) > 0.
(Билет 6, 1994)

3.35. Решить неравенство

4 1о£ з |х | + 1 V4x +  3 -  l o g y ^ y  ( 3 1 x I +  1 )  > 0 .

(Билет 7, 1994)

3.36. Решить неравенство

l o g 2 |* |+ i  ( 7 *  +  4 )  -  1οε 7χ + 4  ( 2 1 х ! +  1 )  >  0 .

(Билет 8, 1994)

3.37. Решить неравенство

1о£ |2*+1/2| ( £ - * )  -  1оВд > 1°ё3 т £
‘ - X

(Билет 9, 1994)
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З.ЗМ. Решить неравенство

'0 g 8 l o g |2 x + i [  > l o g :
Ί ~ χ

2 3/

(Билет 10,

V i^ T lV '

3.39. Решить неравенство

ί Ιο 8 | , +  ι /2 | (  i  -  *) -  1 ) ! ° g 16 ( ? “ * ] >  l o g 4 j ^ r y -

(Билет 11,

h - x

3.40. Решить неравенство

! °ё 2 7  ( f  -  ' l o S | x + i  | ( ! “ * ) >  l o g 3 1 l - x

(Билет 12,
Ή

3.41. Решить уравнение

log3 (sin Зх — sin x) =  2 log9 (17 sin 2x) — 1.
(Билет 1,

3.42. Решить уравнение

log/7 (sin x — cos x) +  1 =  log7 (7 +  3 cos 4x).
(Билет 2,

3.43. Решить уравнение

log6 (cos x +  cos 3x) =  2 log36 (sin 2x) — 1.
(Билет 3,

3.44. Решить уравнение

log/ττ sin ^x +  =  logn (6 +  cos 4x) — 1.

(Билет 4,

3.45. Решить неравенство

log1+ <.x x - 2 1ogx ( l + ^ x )  > 1 .

(Билет 5,

3.46. Решить неравенство

log* ΐ ΐ τ  > 2 logi r  *·
(Билет 6,

1994)

1994)

1994)

1995)

1995)

1995)

1995)

1995)

1995)
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3.47. Решить неравенство

1оёб * + 1  ( 2 5 х )  -  2  1оё25*  ( 6 х  +  1 )  >  1·

3.48. Решить неравенство

1оё6*-1 6Ϊ~ Γ  > 2 loSx ( Ь х - 1 ) .

3.49. Решить неравенство

5 — 3 | 3* — 1 1 < i l l 0 - 3 x+l.

3.50. Решить неравенство

2 12х — 4 1 -  5 > У 2х+1- 1 .

3.51. Решить неравенство

7 — 2 12* — 2 1 < У17 — 2х+1

3.52. Решить неравенство

3|3* — 5 | -  7 > р х+1~ 2 .

(Билет 7, 1995)

(Билет 8, 1995)

(Билет 9, 1995)

(Билет 10, 1995)

(Билет 11, 1995)

(Билет 12, 1995)
3.53. Решить неравенство

l°g u+2| (4-* -  О < logu+2, (2 -χ +  1 ) +  log|x+2| (2~x~l +  1 ).

3.54. Решить неравенство

l°g |* -2| (9* -  4*) < log|x_2| (3х +  2х) +  log|jc_2| (3х" 2 +  2х).

3.55. Решить неравенство

(Билет 1, 1996)

(Билет 2, 1996)

l°g |2*+2| (1 — 9*) < log|2i+2| (1 +  3*) +  log|2x+2| § +  3х" 1

(Билет 3, 1996)
3.56. Решить неравенство

log |3x -3| (25* ~  9х) < log|3, _ 3| (5* +  3х) +  log|3x_3| (5х" 1 +  3х"1).

(Билет 4, 1996)
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3.37. Решить уравнение

log49 (X -  I )2 +  \  logv7

.1.38. Решить уравнение

log9 (х  -  4)2 +  i  logyy

.1.39. Решить уравнение

log4 (х  -  8)2 +  \  log^

.1.60. Решить уравнение

l°g25 (* -  2)2 +  1  loSV5 ( § = ?

=  0.

=  0.

=  0.

=  0.

(Билет 5, 1996)

(Билет 6, 1996)

(Билет 7, 1996)

.1.61. Выразить log600 900 через а и Ь, где а ■

3.62. Выразить log140 350 через а и Ь, где а ■

3.63. Выразить log300 1 20 через а и Ь, где а ■

3.64. Выразить log490 700 через а и Ь, где а ■

3.65. Решить неравенство

1οδ |2χ+ι| χ 2 > 2·

3.66. Решить неравенство

logx2 | Здс +  1 1 <

3.67. Решить неравенство

10ё |3 *  +  2| χ2>2·

3.68. Решить неравенство

logx2 15х  +  2 1 <

(Билет 8, 1996)

= log5 2 и Ъ =  log2 3. 
(Билет 9, 1996)

: log7 5 и Ъ — log5 2. 
(Билет 10, 1996)

: log2 3 и Ъ =  log3 5.
(Билет 11, 1996)

= log2 7 и Ъ =  log7 5.
(Билет 12, 1996)

(Билет 1, 1997)

(Билет 2, 1997)

(Билет 3, 1997)

(Билет 4, 1997)
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3.69. Решить уравнение

log3 (6 sin x +  4) log5 (6 sin x +  4) =

=  log3 (6 sin x +  4) +  log5 (6 sin x +  4).

(Билет 5, 1997)
3.70. Решить уравнение

log2 (4 cos x +  3) log6 (4 cos x +  3) =

=  log2 (4 cos x +  3) +  log6 (4 cos x +  3).

(Билет 6, 1997)
3.71. Решить уравнение

log3 (5 sin x +  6) log7 (5 sin x +  6) =

=  log3 (5 sin x +  6) +  log7 (5 sin x +  6).

(Билет 7, 1997)
3.72. Решить уравнение

log5 (7 cos x +  8) log9 (7 cos x +  8) =

=  log5 (7 cos x +  8) +  log9 (7 cos x +  8).

(Билет 8, 1997)
3.73. Решить систему уравнений

ogl(T  +  7

(Билет 5, 1998)

b g 2 (х2у +  2ху2)

iog5 ху
6 =  0.

3.74. Решить систему уравнений
2 \  I „2

log3 | y  +  xJ + l o g i [ ^  +  y|  = 2 , 

log2 | х +  у\ = 1 .

(Билет 6, 1998)
3.75. Решить систему уравнений

..2\
log2 |x 2y +  Ц -J -  log. (7  +  у) =  3, 

i o g - I ^ U o .

(Билет 7, 1998)
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.1.76. Решить систему уравнений

loS3 l y - * )  + l ° g .  [ у - Т
log2 \ х - у \  = 1 .

= 2,

.1.77. Решить неравенство
, , х  — |х| —12 пlogi log2  ------> 0.

x  +  3

3.78. Решить неравенство
, , х  +  I x  I — 30 пlog7 lo g i — ------< 0.x  -f 6

3.79. Решить неравенство 

logi log4 x  +  |х  -f 1 1 — 13 
х  +  4

.3.80. Решить неравенство

log8 logi x -  |х  +  1| - 5 5  
х +  7

> 0.

< 0.

3.81. Найти решения (х, у )  системы уравнений

(Билет 8, 1998)

(Билет 1, 1999)

(Билет 2, 1999)

(Билет 3, 1999)

(Билет 4, 1999)

log3 (5у — X — 2) — log9 (х -  у )  =  1, 

log3 (1 — 7  — 4х) -  log9 x2 =  1,

которые удовлетворяют неравенству х — у  < 0.
3.82. Найти решения (х, у) системы уравнений

log2 (Зу — Зх +  1) — log4 (х — Зу)2 =  1, 

log2 (1 — у  — Зх) — log4 x2 =  1,

которые удовлетворяют неравенству х — Зу < 0.
3.83. Найти решения (х, у) системы уравнений

log3 ( 10у — х — 2 ) — log9 (x — 2у)2 =  1 , 

log3 (1 ~  4х) log9 x2 =  1,

которые удовлетворяют неравенству х — 2у < 0.

(Билет 5, 1999)

(Билет 6, 1999)

(Билет 7, 1999)
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3.84. Найти решения (х, у) системы уравнений 

log2 (у -  Зх +  1 ) -  log4 (х -  у)2 =  1 , 

log2 (1 ~  Зх) log4 x2 =  1 ,

которые удовлетворяют неравенству х — у < 0.
3.85. Решить неравенство

I ^  1
| log, 2х | — 2 I log4 х I — 1

3.86. Решить неравенство

|log2 (x /2 ) | 3 | log8 x 31 — 2

3.87. Решить неравенство

| log3 9х I 3 | iog х 2 ] _  i

3.88. Решить неравенство

(Билет 8, 1999)

(Билет 1, 2000)

(Билет 2, 2000)

(Билет 3, 2000)

| log,7 jc3 | — 2 Mog3 (х/3) | -  1'

3.89. Решить систему уравнений
(Билет 4, 2000)

2 log2 (х +  2у) =  logi (х +  2у) logi (х -  у) +  log2 (х -  у), 

х2 +  ху — 2у2 - 9.
(Билет 5, 2000)

3.90. Решить систему уравнений

[logf (х +  у) +  logi О  +  у) logi О  — 2у) =  2 log2 (х — 2у),
) 2 2

х 2 — ху — 2 у2 =  4.
(Билет 6, 2000)

3.91. Решить систему уравнений 

log2 (х +  2у) +  logi (* +  2у) logi ( л  — У) =  2 log2 (x — у),

xz +  ху — 2у2 =  4.
(Билет 7, 2000)
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1.92. IV'шить систему уравнений

I logj (х +  у) =  logi (x  +  у) logi (х ~  2у) +  log2 О  -  2у),
2  2

\ ■'· — ху — 2 у2 — 9.
(Билет 8, 2000)

\ 43. Решить систему уравнений
|З х + у + 1  +  7  - З у“ 2 =  8 ,

| Vx +  у2 =  х +  у.

3.94. Решить систему уравнений
f2*+y+i +  7 - 2>’“5 =  4,
| V2x +  у2 =  х +  у.

.1.45. Решить систему уравнений

[5*+у+1 +  1 6 - 5 ^ 2 =  10 , 
| Vx +  у2 =  X +  у.

3.96. Решить систему уравнений
Г3Х+У+1 +  16-33’-3 =  10 ,

(Билет 1, 2001)

(Билет 2, 2001)

(Билет 3, 2001)

(Билет 4, 2001)

|V2x +  j r  =  х +  у.

3.97. Решить неравенство

1оё(2х + 9) (24 +  2х -  X2) +  10gV24 + 2x-x2 ( 2х  +  9) <  3.

(Билет 5, 2001)

3.98. Решить неравенство

1оё(20- 2х) (99 -  2х -  х2) +  !ogV99-2x—х2 (20 -  2х) *£ 3.

(Билет 6, 2001)

3.99. Решить неравенство

1оё(х+з) (6 +  х -  х2) +  l o g V ^ W  (х +  3) 3.

(Билет 7, 2001)

3.100. Решить неравенство

( f - x - x j  + l o g V ^ W  ( т _ х ) < 3 ·
(Билет 8, 2001)
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3.101. Решить неравенство

logvCT [ , * - ? - )  + 2 ^ 0.
х \ х 2 — 2х — 3

3.102. Решить неравенство 

l o g ( l - * ) : 3 +  2х -  х"
21+6 Ч й о .

3.103. Решить неравенство
1 ™ i х —10
lo&V7=J 2 , Г '\х  — 6х+5

+  3 ^ 0 .

(Билет 1, 2002)

(Билет 2, 2002)

(Билет 3, 2002)
3.104. Решить неравенство 

lo g , 21-6 '+-Uo.
,(х+1) ^х2 +  2х — 3 / 5

3.105. Решить неравенство
2 log2x_ 12 (Vx +  1 — V9 — x )  < 1 .

3.106. Решить неравенство
2 log2x_8 (Vx +  3 — V7 — x )  < 1.

3.107. Решить неравенство
2 1оё2х-ю  (Vx +  2 -  V8 -  x )  < 1 .

3.108. Решить неравенство
2 log4x_ 16 (V2x — 1 — V ll — 2x) < 1 .

3.109. Решить неравенство

p  lg2 x2 +  lg2 (x +  2) > lg x2 +  lg (x +  2).

3.110. Решить неравенство

(Билет 4, 2002)

(Билет 9, 2002)

(Билет 10, 2002)

(Билет 11, 2002)

(Билет 12, 2002)

(Билет 1, 2003)

р  ln2 (х — 2)2 +  ln2 x > ln (x — 2)1  +  1п х.

(Билет 2, 2003)
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Λ. 111. Решить неравенство

^3 lg2 x 2 +  lg2 (2 — x) >  lg x2 +  lg (2 — x).

(Билет 3, 2003)

3 .112. Решить неравенство

^3 ln2 (x — l )2 +  ln2 (x +  1 ) > ln (x — l )2 +  ln (x +  1 ).
(Билет 4, 2003)

3.113. Решить систему уравнений 
logs (5x —Зу — 1) log2(5 +  4у — Зх) — 1
logs (2y —х +  3) log2(3x —у +  1)

2х2 +  у2 =  3 ху  +  x  +  1 .

3.114. Решить систему уравнений

log2(x +  2у — 5) log3(2x — у) — 1
log2(3x —2у + 1 )  log3(2x +  у  — 4) ’ 

у2 +  ху  +  1 =  2х2 +  2у +  х.

3.115. Решить систему уравнений

log2(4 —Зх —2у) — 1 log7(3x +  5y — 1)
log2(x +  3у + 1 )  log7(3 — у — 2х)

x 2 +  3 х у  +  2у2 =  у  +  1 .

3.116. Решить систему уравнений
log3(2 —Зх —4у) — 1 logs(2x — у — 5)

log3(x —2у —4) logs ( 1 — 2х —З у )’

2 У2 +  ху  +  2х == X2 +  у +  1.

3.117. Решить неравенство 

log *9 V2

^  +  log / (x +  l)  - l / j  "  log3U  + 1 ) - log< /

3.118. Решить неравенство
log/ 4 V6

(i+  log »(1 — x) log2(l — x) — log4x 4

(Билет 5, 2003)

(Билет 6, 2003)

(Билет 7, 2003)

(Билет 8, 2003)

(Билет 1, 2004)

(Билет 2, 2004)
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3.119. Решить неравенство 
log 2Ι 6

log4U  +  l ) - l o g 16/ '

3.120. Решить неравенство 
log z25 V8

^  +  lo g ,» ( l - x )  - "  ,og5( 1  “ ■*>-log2 5 ^

3.121. Решить систему уравнений

( x - 2 ) ( x  +  3) =  y ( y - 5 ) ,
logx(2 - y ) = 4

y

3.122. Решить систему уравнений 
( x - 4 ) ( x  +  1) =  y(y +  5),  

b g ,_ 2(2 +  У) =  ^ r ·

3.123. Решить систему уравнений 
(x -  3) (x +  4) =  y ( y -  7), 
logx- j ( 2 - y )  = ^ - .

3.124. Решить систему уравнений 
( x -  l ) ( x  +  5) =  y(y +  6),
logx+1(2 +  y ) = ^ .

y

3.125. Решить неравенство

log| logg ■*— .2| XJ  5  0.l x l - 3

3.126. Решить неравенство

log5 lo g i4 ^ U 0.

(Билет 3, 2004)

(Билет 4, 2004)

(Билет 5 , 2004)

(Билет 6 , 2004)

(Билет 7 , 2004)

(Билет 8 , 2004)

(Билет 9, 2004)

(Билет 10, 2004)
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3.127. Решить неравенство

logi logg - —^ 2  5  °·
з 08 | χ |  — Зх

3.128. Решить неравенство

log7 logi - —^ 2  0
7 2 | χ | —7х

(Билет 11, 2004)

(Билет 12, 2004)



4. ПЛАНИМЕТРИЯ

4.1. В равнобедренный треугольник ABC (АВ =  ВС) вписана ок­
ружность. Через точку М,  лежащую на стороне АВ, проведена каса­
тельная к окружности, пересекающая прямую АС  в точке N. Найти 
боковую сторону треугольника ABC, если АС  =  CN  =  а,
М В  =  \ а В ,  (Билет 1, 1991)

О

4.2. В равнобедренный треугольник ABC (АВ  =  ВС) вписана ок­
ружность. Прямая, параллельная стороне АВ  и касающаяся окруж-

2
ности, пересекает сторону АС  в точке М  такой, что М С  =  j  АС.
Найти радиус окружности, если периметр треугольника ABC  ра­
вен 20. (Билет 2, 1991)

4.3. В равнобедренный треугольник ABC (АВ — ВС) вписана ок­
ружность. Через точку М,  лежащую на стороне ВС, проведена каса­
тельная к окружности, пересекающая прямую АС в точке К. Найти
АК, если АС  =  а, АВ =  j  а, М В =  а. (Билет 3, 1991)

4.4. В равнобедренный треугольник ABC (АВ  =  ВС) вписана ок­
ружность. Прямая, параллельная стороне ВС  и касающаяся окруж­
ности, пересекает сторону АВ  в точке N  такой, что A N  =  (3/8) АВ. 
Найти радиус окружности, если площадь треугольника ABC  рав­
на 12. (Билет 4, 1991)

4.5. Отрезок AD  является биссектрисой прямоугольного тре­
угольника ABC ( L C  =  90°). Окружность радиуса VT5 проходит че­
рез точки А, С, D  и пересекает сторону АВ  в точке Е  так, что 
АЕ'.АВ =  3:5. Найти площадь треугольника ABC. (Билет 5, 1991)

4.6. Отрезок BD  является медианой равнобедренного треугольника 
ABC (АВ — ВС).  Окружность радиуса 4 проходит через точки В, А, 
D  и пересекает сторону ВС  в точке Е  так, что ВЕ:ВС  =  7:8. Найти 
периметр треугольника ABC. (Билет 6, 1991)

4.7. Отрезок ВЕ  является биссектрисой прямоугольного тре­
угольника ABC (Δ Α  =90° ) .  Окружность проходит через точки В, 
А, Е  и пересекает сторону ВС  в точке D  так, что BD.BC =  5:13. 
Найти отношение площади треугольника ABC  к площади круга. 
(Билет 7, 1991)

4.8. Отрезок АЕ  является высотой равнобедренного тре­
угольника ABC (АВ — АС).  Окружность проходит через точки А, 
С, Е  и пересекает сторону АВ  в точке D  так, что AD:AB =  7:9. 
Найти отношение длины окружности к периметру треугольника 
ABC. (Билет 8, 1991)

4.9. На диагонали BD  прямоугольной трапеции ABCD  
( L D =  90°, BC\\AD) взята точка Q так, что B Q :Q D =  1:3. Окруж­
ность с центром в точке Q касается прямой AD  и пересекает 
прямую ВС  в точках Р  и М. Найти длину стороны АВ, если 
ВС  =  9, AD  =  8, Р М  =  4. (Билет 9, 1991)
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4.10. Точки М  и N  являются серединами боковых сторон АС  
п СВ равнобедренного треугольника ЛВС. Точка L  расположена 
на медиане В М  так, что BL-.BM =  4:9. Окружность с центром в 
тчке L  касается прямой Μ Ν  и пересекает прямую АВ  в точках 
Q и Т. Найти периметр треугольника M NC,  если QT  =  2, 
ЛИ  =  8 . (Билет 10, 1991)

4.11. На диагонали АС  параллелограмма ABCD  взята точка Р  так, 
и го АР:РС =  3:5. Окружность с центром в точке Р  касается прямой 
НС и пересекает отрезок AD  в точках К  и L. Точка К  лежит между 
точками А  и L, А К  =  9, K L  =  3, L D  =  12. Найти периметр паралле­
лограмма ABCD. (Билет 11, 1991)

4.12. Точки К  и L  являются серединами боковых сторон АВ  и 
НС равнобедренного треугольника ABC. Точка М  расположена на 
медиане A L  так, что A M : M L =  13:12. Окружность с центром в 
точке М  касается прямой АС  и пересекает прямую K L  в точках 
/’ и Q. Найти периметр треугольника ЛВС, если 
K L =  10, PQ  =  4. (Билет 12, 1991)

4.13. В прямоугольном треугольнике ABC  из точки Е,  располо­
женной в середине катета ВС, опущен перпендикуляр E L  на гипо­
тенузу АВ. Найти углы треугольника ЛВС, если А Е =  vTO E L  и 
НС > АС. (Билет 1, 1992)

4.14. В ромбе ABCD  из вершины В  на сторону AD  опущен перпен­
дикуляр ВЕ. Найти углы ромба, если 2V3 СЕ =  V7АС. (Билет 2, 1992)

4.15. В равнобедренной трапеции ABCD  боковая сторона в \П  раз 
меньше меньшего основания ВС, СЕ  — высота. Найти периметр тра­
пеции, если B E  =  V5, BD =  VT0. (Билет 3, 1992)

4.16. В ромбе ABCD  из вершины D  на сторону ВС  опущен пер­
пендикуляр DK. Найти длину стороны ромба, если АС  =  2V6, 
Л К  =  VT4. (Билет 4, 1992)

4.17. В остроугольном треугольнике ABC  точка D  выбрана на 
стороне АВ  так, что ЛОСЛ  =  45°. Точка D' симметрична точке D 
относительно прямой ВС, а точка D" симметрична точке Е> от­
носительно прямой АС  и лежит на продолжении отрезка ВС  за 
точку С. Найти площадь треугольника ABC, если BC =  V3CD" 
.1/1 =  4. (Билет 5, 1992)

4.18. В параллелограмме ABCD  угол А  тупой, A D >  АВ, A D = T .  
Точка A' симметрична точке А  относительно прямой BD, а точка
1 симметрична точке A' относительно прямой АС  и лежит на диа- 

| опали BD. Найти площадь параллелограмма ABCD, если
НА" =  |  BD. (Билет 6, 1992)

4.19. В треугольнике ABC  угол С тупой, а точка D выбрана 
на продолжении стороны АВ  за точку В  так, что L A C D  =135°.  
Точка D' симметрична точке D относительно прямой ВС, точка 
I)" симметрична точке D' относительно прямой АС  и лежит на
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прямой ВС. Найти площадь треугольника ABC, если 
уГЗВС =  CD", АС —  6. (Билет 7, 1992)

4.20. В параллелограмме ABCD  угол А  острый, АВ > AD, 
АВ  = 1 4 .  Точка C' симметрична точке С относительно прямой BD, а 
точка С” симметрична точке С' относительно прямой АС  и лежит на 
продолжении диагонали BD  за точку D. Найти площадь параллелог­
рамма ABCD, если ВС" =  |  BD. (Билет 8, 1992)

4.21. Высоты равнобедренного остроугольного треугольника ABC, 
в котором АВ =  ВС, пересекаются в точке О. Найти площадь тре­
угольника ABC,  если АО =  5, а длина высоты AD  равна 8. (Билет 
9, 1992)

4.22. Около трапеции ABCD  описана окружность, центр которой 
лежит на основании AD. Найти площадь трапеции, если АВ  =  3/4, 
АС  =  1. (Билет 10, 1992)

4.23. В равнобедренной трапеции ABCD  с основаниями ВС и AD  
диагонали пересекаются в точке О. Найти периметр трапеции, если 
ВО =  7/8, OD =  25/8, L A B D  =  90°. (Билет 11, 1992)

4.24. В равнобедренном треугольнике ABC  основание А В является 
диаметром окружности, которая пересекает боковые стороны АС  и СВ 
в точках D v iE  соответственно. Найти периметр треугольника ABC, ес­
ли AD  =  2, А Е  =  8/3. (Билет 12, 1992)

4.25. Высоты остроугольного треугольника ABC  пересекаются в 
точке О. Окружность радиуса R  с центром в точке О проходит 
через вершину В, касается стороны АС  и пересекает сторону А В 
в точке К  такой, что ВК:АК  =  5:1. Найти длину стороны ВС. 
(Билет 1, 1993)

4.26. Биссектриса AD  и высота ВЕ  остроугольного треугольника 
ABC  пересекаются в точке О. Окружность радиуса R  с центром в 
точке О проходит через вершину А, середину стороны АС  и пересе­
кает сторону АВ  в точке К  такой, что АК:КВ  =  1:3. Найти длину 
СТОРОНЫ ВС. (Билет 2, 1993)

4.27. Высоты остроугольного треугольника ABC  пересекаются в 
точке О. Окружность радиуса R  с центром в точке О проходит 
через вершину А, касается стороны ВС  и пересекает сторону 
АС  в точке М  такой, что АМ:МС =  4:1. Найти длину стороны 
АВ. (Билет 3, 1993)

4.28. Биссектриса ВК  и высота C Z  остроугольного треугольника 
ABC  пересекаются в точке О. Окружность радиуса R  с центром в 
точке О проходит через вершину В, середину стороны ВС  и пересе­
кает сторону АВ  в точке М  такой, что АМ'.МВ =  2:1. Найти длину 
стороны АС. (Билет 4, 1993)

4.29. Внутри параллелограмма ABCD  взята точка К  так, что тре­
угольник CKD  равносторонний. Известно, что расстояния от точки
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К  до прямых AD, АВ  и ВС равны соответственно 3, 6 и 5. Найти 
периметр параллелограмма. (Билет 5, 1993)

4.30. На стороне CD параллелограмма ABCD  с тупым углом при 
вершине D  построен равносторонний треугольник СОЕ  так, что точ­
ки Л и £  лежат по разные стороны от прямой CD. Известно, что 
растояния от точек D и Е  до прямой ВС равны соответственно 3 и 
8, а расстояние от точки Е  до прямой АВ  равно 13. Найти площадь 
параллелограмма ABCD. (Билет 6, 1993)

4.31. Внутри параллелограмма K L M N  взята точка Р  так, что тре­
угольник Κ Ρ Ν  равносторонний. Известно, что расстояния от точки 
Р до прямых KL, L M  и Μ Ν  равны соответственно 10, 3 и 6. Найти 
периметр параллелограмма. (Билет 7, 1993)

4.32. На стороне Κ Ν  параллелограмма K L M N  с тупым углом при 
вершине М  построен равносторонний треугольник Κ Τ Ν  так, что точ­
ки Т  и М  лежат по разные стороны от прямой ΚΝ. Известно, что 
растояния от точек Т  и К  до прямой Μ Ν  равны соответственно 8 и 
5, а расстояние от точки Т  до прямой L M  равно 10. Найти площадь 
параллелограмма K LM N .  (Билет 8, 1993)

4.33. Продолжения медиан А М  и ВК  треугольника ABC  пере­
секают описанную около него окружность в точках Е  и F соот­
ветственно, причем А Е :А М =  2:1, B F :B K =  3:2. Найти углы тре­
угольника ABC. (Билет 9, 1993)

4.34. Продолжения высоты СН  и биссектрисы CL  треугольника 
ABC пересекают описанную около него окружность в точках Р  и М

9
соответственно, причем СР =  2СН, С М  =  -  CL. Найти углы тре­
угольника ABC. (Билет 10, 1993)

4.35. Продолжения медиан А Е  и CF  треугольника ABC  пере­
секают описанную около него окружность в точках D и N  соот­
ветственно, причем AD:AE =  2:1, CN-.CF — 4:3. Найти углы тре­
угольника ABC. (Билет 11, 1993)

4.36. Продолжения высоты ВО  и биссектрисы BF  треугольника 
ABC  пересекают описанную около него окружность в точках К  и Lg
соответственно, причем В К  =  2ВО, B L  =  j  BF. Найти углы тре­
угольника ABC. (Билет 12, 1993)

4.37. Дан ромб ABCD  с тупым углом при вершине А. На продол­
жении стороны AD  за точку D  взята точка К.  Отрезки ВК  и СО 
пересекаются в точке L.  Найти площадь треугольника АКК, если 
BL =  2, K L  =  5, а высота ромба равна 1. (Билет 1, 1994)

4.38. Даны треугольник ABC  и ромб BDEF, все вершины которого 
лежат на сторонах треугольника ABC, а угол при вершине Е  — ту­
пой. Найти площадь треугольника ABC,  если АЕ =  3, СЕ  =  7, а ра­
диус ОКРУЖНОСТИ, ВПИСаННОЙ В ромб, равен 1. (Билет 2, 1994)

4.39. На продолжении стороны ВС  ромба ABCD  за точку В  взята 
точка М так, что угол MDC  — тупой. Отрезки АВ  и D M  пересекаются
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в точке Ν. Найти площадь треугольника СОМ, если D N  =  3, Μ Ν  =  4, 
а высота ромба равна 2. (Билет з, 1994)

4.40. Даны треугольник ABC  с тупым углом при вершине А  и 
ромб CDEF, все вершины которого лежат на сторонах тре­
угольника ABC. Найти площадь треугольника ABC, если А Е  =  2, 
ВЕ =  7, а радиус окружности, вписанной в ромб, равен 1/2.  (Билет 
4, 1994)

4.41. Медиана AD  и высота СЕ  равнобедренного треугольника 
ABC {АВ — ВС) пересекаются в точке Р. Найти площадь тре­
угольника ABC,  если СР =  5, РЕ =  2. (Билет 5, 1994)

4.42. Медиана А М  и биссектриса CD прямоугольного тре­
угольника ABC {А В  =  90°) пересекаются в точке О. Найти площадь 
треугольника ABC, если СО =  9, 0 0  =  5. (Билет 6, 1994)

4.43. Медиана А М  и высота СН  равнобедренного треугольника 
ABC {АВ =  ВС) пересекаются в точке К. Найти площадь тре­
угольника ABC, если СК =  5, К Н  =  1. (Билет 7, 1994)

4.44. Медиана AD  и биссектриса СЕ  прямоугольного треугольника 
ABC {А В  =  90°) пересекаются в точке М. Найти площадь тре­
угольника ABC, если С М  =  8, М Е  =  5. (Билет 8, 1994)

4.45. В треугольнике ABC  угол С равен π — arcsin (12/13). На 
стороне АВ  взята точка D  так, что АО =  18, BD =  6. Найти радиус 
окружности, проходящей через вершину С, касающейся стороны 
АВ  в точке D  и касающейся окружности, описанной около тре­
угольника ABC. (Билет 9, 1994)

4.46. В треугольнике АБС  угол А  равен π — arcsin (8/17), а длина 
стороны ВС  равна 8. На продолжении СВ за точку В  взята точка 
D  так, что 2 7 0 = 1 .  Найти радиус окружности, проходящей через 
вершину А, касающейся прямой ВС в точке D и касающейся окруж­
ности, ОПИСаННОЙ ОКОЛО треугольника ABC. (Билет 10, 1994)

4.47. В треугольнике ABC  угол В  равен arccos (15/17). На сто­
роне АС  взята точка К  так, что А К =  12, КС  =  4. Найти радиус 
окружности, проходящей через вершину В, касающейся стороны 
АС  в точке К  и касающейся окружности, описанной около тре­
угольника ABC. (Билет 11, 1994)

4.48. В треугольнике ABC  угол А  равен arccos (5/13), а длина 
стороны ВС  равна 12. На продолжении ВС  за точку С взята точка 
М  так, что С М  =  6. Найти радиус окружности, проходящей через 
вершину А, касающейся прямой ВС  в точке М  и касающейся окруж­
ности, описанной ОКОЛО треугольника ABC. (Билет 12, 1994)

4.49. Через вершины А, В и С трапеции ABCD {AD\\BC) прове­
дена окружность. Известно, что окружность касается прямой CD, а 
ее центр лежит на диагонали АС. Найти площадь трапеции ABCD, 
если ВС  =  2, AD  =  8. (Билет 1, 1995)
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4.50. Окружность с центром О проходит через вершину В  ромба 
ABCD и касается лучей СВ и CD. Найти площадь ромба, если
DO =  | ,  ОС =  | .  (Билет 2, 1995)4 4

4.51. Через вершины В, С и D  трапеции ABCD (AD\\BC) прове­
дена окружность. Известно, что окружность касается прямой АВ, а 
ее центр лежит на диагонали BD. Найти периметр трапеции, если 
ВС =  9, AD =  25. (Билет 3, 1995)

4.52. Окружность с центром О проходит через вершину С ромба 
ABCD  и касается лучей DC и DA. Найти площадь ромба, если 
О А — 4 , OD  =  5. (Билет 4, 1995)

4.53. Через середину гипотенузы АС  прямоугольного тре­
угольника ABC  проведена прямая, пересекающая катет ВС  в точке 
D, а продолжение катета АВ  за точку А  — в точке Е. Найти площадь

з
треугольника ABC, если C D =  1, А Е  =  2, АС АВ  =  arccos - .  (Билет 5, 

1995)
4.54. Через середину стороны АС  равнобедренного треугольника 

ЛВС (АС — ВС) проведена прямая, пересекающая сторону ВС  в 
точке К, а продолжение стороны АВ  за точку А  — в точке Р. 
Найти площадь треугольника ABC,  если С К  =  2, АР  =  5,
Z. ABC =  arccos (Билет 6, 1995)4

4.55. Через середину катета АВ  прямоугольного треугольника 
ABC проведена прямая, пересекающая гипотенузу АС  в точке Е,  
а продолжение катета ВС  за точку В  — в точке F. Найти площадь 
треугольника ABC, если А Е =  2, BF =  3 , А А С В = Ь 0° .  (Билет 7, 
1995)

4.56. Через середину стороны ВС  равнобедренного треугольника 
ABC (АВ — ВС) проведена прямая, пересекающая сторону АВ  в 
точке D, а продолжение стороны АС  за точку С — в точке Е. 
Найти площадь треугольника ABC,  если BD =  3, СЕ  =  4 ,

А В АС  =  arccos -j. (Билет 8, 1995)

4.57. В равнобедренный треугольник АБС (АВ — ВС) вписана 
окружность с центром О. Касательная к окружности пересекает 
стороны ВС  и СЛ треугольника в точках М  и N  соответственно. 
Найти радиус окружности, если A M N C  =  2A N M C , ОМ  =  VT0,
ОЫ =  Ц~. (Билет 9, 1995)

4
4.58. Вокруг окружности с центром О описана трапеция ABCD, в 

которой BC\\AD, ВС < AD. Продолжения боковых сторон трапеции 
пересекаются в точке М.  Найти радиус окружности, если М В  =  ВС, 
ОБ =  V5, OC — VJ.  (Билет 10, 1995)

4.59. В равнобедренный треугольник ABC (АВ  =  ВС) вписана 
окружность с центром О. Касательная к окружности пересекает 
стороны АВ  и АС  треугольника в точках D и Е  соответственно.
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Найти радиус окружности, если L A D E = l L A E D ,  O D = 3 V 5 ,  
ОЕ =  4VT. (Билет 11, 1995)

4.60. Вокруг окружности с центром О описана трапеция ABCD, в 
которой BC\\AD, ВС < AD. Продолжения боковых сторон трапеции 
пересекаются в точке К. Найти радиус окружности, если ВС =  КС, 
ОВ =  2, OC =  V5. (Билет 12, 1995)

4.61. Равнобедренный треугольник ABC  (АВ =  ВС) вписан в ок­
ружность. Прямая CD, перпендикулярная АВ, пересекает окруж­
ность в точке Р. Касательная к окружности, проходящая через точку 
Р, пересекает прямую АВ  в точке Q. Найти длины отрезков РА  и
PQ, еСЛИ АС  =  5, A ABC  =  2 arcCOS "̂ Г. (Билет 1, 1996)

4.62. Около равнобедренного треугольника ABC (АВ  =  ВС) опи­
сана окружность. Биссектриса угла ВАС  пересекает окружность в 
точке D. Касательная к окружности, проходящая через точку D, 
пересекает прямую АС  в точке Е. Найти длины отрезков CD и
DE, если  АВ =  8 , А В А С  =  2 arcsin  ^=. (Билет 2, 1996)

4.63. Равнобедренный треугольник ABC (АВ =  ВС) вписан в ок­
ружность. Прямая AD, перпендикулярная ВС, пересекает окруж­
ность в точке М.  Касательная к окружности, проходящая через точку 
М,  пересекает прямую ВС  в точке N. Найти длины отрезков М С  и
MN,  если АС =  8 , A ABC =  2 arccos =̂·. (Билет 3, 1996)

4.64. Около равнобедренного треугольника ABC (АВ — ВС) описа­
на окружность. Биссектриса угла ВС А  пересекает окружность в точке 
К. Касательная к окружности, проходящая через точку К, пересекает 
прямую АС  в точке L. Найти длины отрезков КА  и KL, если АВ  = 1 2 ,
ABC А  =  2 arcsin ^ . (Билет 4, 1996)

4.65. В равнобедренном треугольнике ABC (АВ =  ВС) биссект­
рисы А М  и ВК  пересекаются в точке О. Площади треугольников 
В О М  и С О М  соответственно равны 25 и 30. Найти площадь тре­
угольника ABC  и проекцию отрезка О М  на прямую ВС. (Билет 5, 
1996)

4.66. В равнобедренном треугольнике ABC (АВ  =  ВС) биссект­
рисы А М  и В К  пересекаются в точке О. Площадь треугольника
СОК  равна 3, угол ВСА  равен arccos уу. Найти площадь тре­
угольника С О М  и проекцию отрезка А М  на прямую ВС. (Билет 6, 
1996)

4.67. В равнобедренном треугольнике ABC (АВ  =  ВС) биссект­
рисы СМ  и В К  пересекаются в точке О. Площади треугольников 
В О М  и А О М  соответственно равны 25 и 40. Найти площадь тре­
угольника ABC  и проекцию отрезка О М  на прямую АВ. (Билет 7, 
1996)
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4.68. В равнобедренном треугольнике ABC  (АВ  =  ВС) биссект­
рисы С М  и В К  пересекаются в точке О. Площадь треугольника

12АОК  равна 10, угол ВС А равен arccos Найти площадь тре­
угольника А О М  и проекцию отрезка С М  на прямую АВ. (Билет 8, 
1996)

4.69. Окружность с центром на стороне АС  равнобедренного тре­
угольника ABC  (АВ  =  ВС) касается сторон АВ  и ВС. Найти радиус 
окружности, если площадь треугольника ABC  равна 25, а отношение

3
высоты BD  к стороне АС  равно (Билет 9, 1996)

о
4.70. Центр окружности, касающейся катетов АС  и ВС  прямо­

угольного треугольника ABC, лежит на гипотенузе АВ. Найти радиус 
окружности, если он в шесть раз меньше суммы катетов, а площадь 
треугольника ABC  равна 27. (Билет 10, 1996)

4.71. Окружность с центром на стороне АС  равнобедренного тре­
угольника ABC (АВ  =  ВС) касается сторон АВ  и ВС, а сторону АС 
делит на три равные части. Найти радиус окружности, если площадь 
треугольника ABC  равна 9V7. (Билет 11, 1996)

4.72. Центр окружности, касающейся катетов АС  и ВС  прямо­
угольного треугольника ABC, лежит на гипотенузе АВ. Найти диа­
метр окружности, если он в четыре раза меньше суммы катетов, а 
площадь треугольника ABC  равна 16. (Билет 12, 1996)

4.73. В трапеции ABCD  сторона АВ  перпендикулярна основаниям 
AD и ВС. Окружность касается стороны АВ  в точке К, лежащей 
между точками А а В, имеет с отрезком ВС  единственную общую 
точку С, проходит через точку D и пересекает отрезок AD  в точке 
Е  (Е Ф D). Найти расстояние от точки К  до прямой CD, если 
AD =  48, ВС =  12. (Билет 1, 1997)

4.74. Окружность касается сторон АС  и ВС  треугольника ABC  в 
точках A  vi В соответственно. На дуге этой окружности, лежащей 
внутри треугольника, расположена точка К  так, что расстояния от 
нее до сторон АС  и ВС  равны 6 и 24 соответственно. Найти рассто­
яние ОТ ТОЧКИ К  ДО стороны АВ. (Билет 2, 1997)

4.75. В трапеции ABCD  сторона АВ  перпендикулярна основа­
ниям AD  и ВС. Окружность касается стороны АВ  в точке К, 
лежащей между точками А  и В, проходит через точки С и D, 
пересекает отрезки AD  и ВС  в их внутренних точках. Найти рас­
стояние от точки К  до прямой CD, если AD  =  49, ВС =  36. (Билет 
3, 1997)

4.76. Окружность касается сторон АС  и ВС треугольника ABC  в 
точках Атл В соответственно. На дуге этой окружности, лежащей вне 
треугольника, расположена точка К  так, что расстояния от нее до 
продолжений сторон АС  и ВС  равны 39 и 156 соответственно. Найти 
расстояние ОТ ТОЧКИ К  ДО прямой АВ. (Билет 4, 1997)
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4.77. В треугольнике ЛВС  на сторонах АС  и ВС расположены точки 
D и Е  соответственно так, что BD — биссектриса треугольника A B C ,
DC =  СЕ  =  | ,  BD — 2, A ABC =  A AD В. Найти ВС и площадь 5 тре­
угольника ЛВС. (Билет 5, 1997)

4.78. В треугольнике ABC  на сторонах АВ  и АС  расположены 
точки С и Е  соответственно так, что CD — биссектриса тре­
угольника ABC, DE  — биссектриса треугольника ACD,

4
ЕС  =  ED  =  - ,  ВС — 1. Найти CD и площадь 5 треугольника
ABC. (Билет 6, 1997)

4.79. В треугольнике ЛВС на сторонах АВ  и ВС  расположены 
точки Е  и D  соответственно так, что СЕ  — биссектриса тре­
угольника ABC, ED =  AD =  С А =  4, А А С В = А С Е В .  Найти
СЕ  и площадь 5 треугольника ABC. (Билет 7, 1997)

4.80. В треугольнике ЛВС  на сторонах АВ  и ВС  расположены 
точки Е  и D соответственно так, что AD  — биссектриса тре­
угольника ABC DE  — биссектриса треугольника ABD,

9 3А Е  =  ED  =  —, CD =  - .  Найти АС  и площадь 5 треугольника
ABC. (Билет 8, 1997)

4.81. Около окружности радиуса 1 описаны ромб и треугольник, 
две стороны которого параллельны диагоналям ромба, а третья па­
раллельна одной из сторон ромба и равна 5. Найти сторону ромба. 
(Билет 9, 1997)

4.82. Около окружности описаны ромб со стороной 3 и тре­
угольник, две стороны которого параллельны диагоналям ромба, а 
третья параллельна одной из сторон ромба и равна 7. Найти радиус 
окружности. (Билет 10, 1997)

4.83. Около окружности радиуса 1 описаны ромб и треугольник, 
две стороны которого параллельны диагоналям ромба, а третья 
параллельна одной из сторон ромба и равна 7. Найти сторону 
ромба. (Билет 11, 1997)

4.84. Около окружности описаны ромб со стороной 4 и тре­
угольник, две стороны которого параллельны диагоналям ромба, а 
третья параллельна одной из сторон ромба и равна 9. Найти радиус 
окружности. (Билет 12, 1997)

4.85. В прямоугольном треугольнике ABC  из вершины прямого 
угла С проведена медиана CD. Найти расстояние между центрами 
окружностей, вписанных в треугольники ACD  и BCD, если 
ВС  =  4, а радиус окружности, описанной около треугольника
A B C , равен (Билет 1, 1998)

4.86. В прямоугольном треугольнике ABC  из вершины прямого 
угла С проведена медиана CD. В треугольник ACD  вписана ок­
ружность, а около треугольника BCD  описана окружность. Найти
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расстояние между центрами этих окружностей, если ВС =  3, а ра­
диус описанной около треугольника ABC  окружности равен (Би­

лет 2, 1998)
4.87. Диагонали прямоугольника ABCD  пересекаются в точке О. 

Найти расстояние между центрами окружностей, вписанными в тре­
угольники АОВ  И ВО С , если ВС =  8 , B D =  10. (Билет 3, 1998)

4.88. В прямоугольном треугольнике ABC  из вершины прямого 
угла С проведена медиана CD. Около треугольника ACD  описана 
окружность, а в треугольник BCD  вписана окружность. Найти рас­
стояние между центрами этих окружностей, если ВС  =  3, а радиус
описанной около треугольника ABC  окружности равен (Билет 4,
1998)

4.89. Сторона ромба ABCD  равна 6. Расстояние между центрами 
окружностей, описанных около треугольников ABC  и BCD, равно 8. 
Найти радиусы ЭТИХ окружностей. (Билет 5, 1998)

4.90. Дан ромб ABCD. Радиусы окружностей, описанных около 
треугольников ABD  и ACD, равны 3 и 4. Найти расстояние между 
центрами ЭТИХ окружностей. (Билет 6, 1998)

4.91. Сторона ромба ABCD  равна 4. Расстояние между центрами 
окружностей, описанных около треугольников ACD  и ABD, равно 3. 
НаЙТИ радиусы ЭТИХ окружностей. (Билет 7, 1998)

4.92. Дан ромб ABCD. Радиусы окружностей, описанных около 
треугольников ABC  и BCD, равны 1 и 2. Найти расстояние между 
центрами ЭТИХ окружностей. (Билет 8, 1998)

4.93. Окружность с центром на диагонали АС  параллелограмма 
ABCD  касается прямой АВ  и проходит через точки С и D. Найти 
стороны параллелограмма, если его площадь 5 =  V2, а А В АС  =
=  aresin (Билет 1, 1999)

4.94. Окружность с центром на диагонали АС  параллелограмма 
ABCD касается прямой АВ и  проходит через точки С и D. Найти сто­
роны параллелограмма, если его площадь 5 =  2V5, а А В АС  =

2
=  arctg (Билет 2, 1999)

4.95. Окружность с центром на диагонали АС  параллелограмма 
ABCD касается прямой АВ  и проходит через точки С и D. Найти 
стороны параллелограмма, если его площадь 5 =  4, а АВАС  =
=  arccos | .  (Билет 3, 1999)

4.96. Окружность с центром на диагонали АС  параллелограмма 
ABCD касается прямой АВ и  проходит через точки С и D. Найти 
стороны параллелограмма, если его площадь 5 =  2V7, а АВАС  =
=  arctg -ψ-. (Билет 4, 1999)
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4.97. Медиана А Е  и биссектриса CD равнобедренного тре­
угольника ЛВС (АВ =  ВС)  пересекаются в точке М. Прямая, про­
ходящая через М  параллельно АС, пересекает АВ  и ВС  в точках 
Р и Q соответственно. Найти M Q  и радиус окружности, описан­
ной около треугольника PQB, если АС =  4, L A C B  =  arctg (2V2). 
(Билет 5, 1999)

4.98. В треугольнике ABC, где АВ  =  ВС  =  3, L A B C  =  arccos
проведены медиана AD  и биссектриса СЕ, пересекающиеся в точке М. 
Через М  проведена прямая, параллельная АС  и пересекающая сторо­
ны АВ  и ВС  в точках Р и Q соответственно. Найти Р М  и радиус ок­
ружности, вписанной в треугольник PQB.  (Билет 6, 1999)

4.99. Медиана А Е  и биссектриса CD равнобедренного тре­
угольника ABC (АВ  =  ВС)  пересекаются в точке М. Прямая, про­
ходящая через М  параллельно АС, пересекает стороны АВ  и ВС  
в точках Р и Q соответственно. Найти EQ  и радиус окружности, 
описанной около треугольника PQB,  если АВ  =  4, а
АС АВ =  a r c c o s  4· (Билет 7, 1999)

о

4.100. В треугольнике ABC, где АВ =  ВС  =  5, ААВС  =  2 arcsin у,
проведены медиана AD  и биссектриса СЕ, пересекающиеся в точке М. 
Через М  проведена прямая, параллельная АС  и пересекающая сторо­
ны АВ  и ВС  в точках Р  и Q соответственно. Найти АР  и радиус окруж­
ности, вписанной в треугольник PQB. (Билет 8, 1999)

4.101. В равнобедренном треугольнике ЛВС с основанием АС  вер­
шины А, В  и точка пересечения высот треугольника Е  лежат на 
окружности, которая пересекает отрезок ВС  в точке D. Найти радиус 
окружности, если CD =  4, BD —  5. (Билет 1, 2000)

4.102. В равнобедренном треугольнике ЛВС с основанием АС  вер­
шины А, В  и точка пересечения высот треугольника Е  лежат на 
окружности, которая пересекает отрезок ВС  в точке D. Найти длину 
отрезка CD, если А ЛВС =  2 arcsin (1 /5), а радиус окружности 
R =  5. (Билет 2, 2000)

4.103. В равнобедренном треугольнике ABC  с основанием АС  вер­
шины А, В и точка пересечения высот треугольника Е  лежат на 
окружности, которая пересекает отрезок ВС  в точке D. Найти радиус 
окружности, если АС — 3 , CD =  2. (Билет 3, 2000)

4.104. В равнобедренном треугольнике ABC  с основанием АС  
вершины А, В  и точка пересечения высот треугольника Е  лежат 
на окружности, которая пересекает отрезок ВС  в точке D. Найти 
радиус окружности, если L·ABC =  2 arctg (V 2/4), CD =  8 . (Билет 4, 
2000)

4.105. Окружности Сj и С2 внешне касаются в точке Л. Прямая 
I касается окружности Ci в точке В, а окружности С2 — в точке D. 
Через точку А  проведены две прямые: одна проходит через точку В
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и пересекает окружность С2 в точке Е, а другая касается окружно­
стей Cj и С2 и пересекает прямую I в точке Е. Найти радиусы ок­
ружностей СJ И С2, если A F  =  3V2 , АЕ =  V5 . (Билет 5, 2000)

4.106. Окружности С  j и С 2 внешне касаются в точке Л . Прямая
/ касается окружности Cj в точке В ,  а окружности С 2 — в точке А.
Через точку А  проведены две прямые: одна проходит через точку В  
и пересекает окружность С 2 в точке Е ,  а другая касается окружно­
стей Cj и С 2 и пересекает I в точке Е . Найти радиусы окружностей 
Cj И С 2, если А В  =  4, Е Е  =  VT0. (Билет 6, 2000)

4.107. Окружности Cj и С2 внешне касаются в точке А .  Прямая 
I касается окружности Cj в точке В ,  а окружности С2 — в точке А. 
Через точку А  проведены две прямые: одна проходит через точку В  
и пересекает окружность С2 в точке Е, а другая касается окружно­
стей Cj и С2 и пересекает прямую I в точке Е. Найти радиусы ок­
ружностей Cj И С2, если А Е  —  3, A F  =  4V3. (Билет 7, 2000)

4.108. Окружности Cj и С2 внешне касаются в точке А .  Прямая
I касается окружности Cj в точке В ,  а окружности С2 —  в точке А.
Через точку Л проведены две прямые: одна проходит через точку В  
и пересекает окружность С2 в точке Е, а другая касается окружно­
стей Cj и С2 и пресекает I в точке Е. Найти радиусы окружностей 
Cj И С2, если А Е =  1, ЕЕ =  3/V2. (Билет 8, 2000)

4.109. Через точку А  проведены две прямые: одна из них касается 
окружности в точке В ,  а другая пересекает эту окружность в точках 
С и А так, что А лежит на отрезке А С .  Найти А В ,  C D  и радиус
ОКруЖНОСТИ, еСЛИ В С  =  4, B D = 3 ,  А  В  А С  =  arCCOS j .  (Билет 1, 2001)

4.110. Через точку А  проведены две прямые: одна из них ка­
сается окружности в точке В ,  а другая пересекает эту окружность 
в точках С и А так, что точка С лежит на отрезке А  А. Найти
А С ,  В С  и радиус окружности, если АА =  5, L B A C  =  arcsin ,

L B D C  =  a r c c o s  r f j f ·  (Билет 2, 2001)
4.111. Через точку А  проведены две прямые: одна из них ка­

сается окружности в точке В ,  а другая пересекает эту окружность 
в точках С и А так, что А лежит на отрезке А С .  Найти A D ,  
C D  и радиус окружности, если А В  =  3VTT, В С  =  8 и
L A B D  =  a r c s in  4· (Билет 3, 2001)4

4.112. Через точку А  проведены две прямые: одна из них ка­
сается окружности в точке В ,  а другая пересекает эту окружность 
в точках С и А так, что С лежит на отрезке A D .  Найти А В ,



60 ПЛАНИМЕТРИЯ

ВС  и радиус окружности, если CD =  1, Ζ ВАС  =  arcsin

LB C D  =  arccos ^ у .  (Билет 4, 2001)
4.113. В треугольнике ABC таком, что А5 =  5С  =  4 и АС =  2, 

проведены биссектриса AlZlj, медиана 5 5 , и высота СС,. Найти пло­
щадь треугольника, образованного пересечением прямых:

1) АС, АА, и СС,;
2) АА,, 5 5 ,  И СС,. (Билет 5, 2001)
4.114. В треугольнике ABC  таком, что А 5 =  5С  =  6 и АС =  2, 

проведены медиана АА,, высота 5 5 ,  и биссектриса СС,. Найти пло­
щадь треугольника, образованного пересечением прямых:

1) 5 5 , ,  СС, и 5С;
2) АА,, 5 5 ,  И CCj. (Билет 6, 2001)
4.115. В треугольнике ЛВС  таком, что АВ =  ВС =  4 и АС =  2, 

проведены медиана АА,, биссектриса В В , и высота CCj. Найти пло­
щадь треугольника, образованного пересечением прямых:

1) АВ, АЛ, и 5 5 ,;
2) АЛ,, 5 5 , И СС,. (Билет 7, 2001)
4.116. В треугольнике ABC  таком, что Л 5 = 5 С  =  6 и АС =  2, 

проведены биссектриса АЛ,, высота 5 5 , и высота СС,. Найти пло­
щадь треугольника, образованного пересечением прямых:

1) АВ, АЛ, и 5 5 ,;
2) АА,, 5 5 ,  и СС,. (Билет 8, 2001)
4.117. Окружность С, радиуса 2 /6  с центром О, и окружность 

С2 радиуса /6  с центром 0 2 расположены так, что О,О2 =  /7 0 .  
Прямая /, касается окружностей в точках А, и Л2, а прямая /2 — 
в точках 5 , и В2. Окружности С, и С2 лежат по одну сторону 
от прямой /, и по разные стороны от прямой l2, A, G С,, 
5 , £  С,, Л2 G С2, 5 2 G С2, точки А, и 5 , лежат по разные стороны 
относительно прямой 0 , 0 2. Через точку В2 проведена прямая /3, 
перпендикулярная прямой /2. Прямая /, пересекает прямую 12 в 
точке А, а прямую /3 — в точке 5. Найти Л,Л2, 5 ,5 2 и стороны 
треугольника А 5 5 2. (Билет 9, 2001)

4.118. Окружность С, радиуса 2 /3  с центром . О, и окружность 
С2 радиуса / 3  с центром 0 2 расположены так, что СЮ, =  2VT3. 
Прямая /, касается окружностей в точках А, и Л2, а прямая /2 — 
в точках 5 , и 5 2. Окружности С, и С2 лежат по одну сторону 
от прямой /, и по разные стороны от прямой l2, A, G С,, 
5 , G С,, Л2 Е С2, 5 2 G С2, точки А, и 5 , лежат по разные стороны 
относительно прямой 0 , 0 2. Через точку 5 , проведена прямая /3,
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перпендикулярная прямой 12. Прямая /, пересекает прямую 12 в 
точке А, а прямую /3 — в точке В. Найти А ХА 2, /i, В2 и стороны 
треугольника АВВу  (Билет 10, 2001)

4.119. Окружность С{ радиуса 2 /6  с центром О, и окружность 
С2 радиуса /6  с центром 0 2 расположены так, что 0 j 0 2 =  / 7U. 
Прямая l t касается окружностей в точках А х и Л2, а прямая 12 — 
в точках В х и В 2. Окружности С, и С2 лежат по одну сторону 
от прямой /j и по разные стороны от прямой l2, А х G Сх, 
/i, е  Ср Л2 G С2, В 2 G С2, точки Л2 и  В2 лежат по разные стороны 
относительно прямой Oj 0 2. Через точку В у проведена прямая /3, 
перпендикулярная прямой 12. Прямая 1{ пересекает прямую 12 в 
точке А, а прямую 13 — в точке В. Найти А ХА2, В {В2 и стороны 
треугольника АВВу  (Билет 11, 2001)

4.120. Окружность Сх радиуса 2 /3  с центром О, и окружность С2 
радиуса / 3  с центром 0 2 расположены так, что 0 ,0 2 =  2VT3. Прямая 
/, касается окружностей в точках А х и У12, а прямая 12 — в точках и 
В2. Окружности С j и С2 лежат по одну сторону от прямой /, и по раз­
ные стороны от прямой 12, А х G Сх, В х G Сх, А 2 G С2, В2 G С2, точки 
Л2 и В2 лежат по разные стороны относительно прямой Ох0 2. Через 
точку В2 проведена прямая /3, перпендикулярная прямой 12. Прямая 
/j пересекает прямую 12 в точке А, а прямую /3 — в точке В. Найти 
Α χΑ 2, В уВ 2 И СТОРОНЫ треугольника А ВВ2. (Билет 12, 2001)

4.121. В равнобедренной трапеции ABCD {BC\\AD) окружность 
касается основания ВС, боковых сторон АВ  и CD и проходит через 
точку пересечения диагоналей АС  и BD. Найти радиус окружности, 
если AD.BC =  9:7, а площадь трапеции 5 =  8. (Билет 1, 2002)

4.122. В равнобедренной трапеции ABCD {BC\\AD) окружность 
касается основания AD, боковых сторон АВ  и CD и проходит через 
точку пересечения диагоналей АС  и BD. Найти радиус окружности, 
если AD:BC =  7:5, а площадь трапеции 5 =  4. (Билет 2, 2002)

4.123. В равнобедренной трапеции ABCD (BC\\AD) окружность 
касается основания ВС, боковых сторон АВ  и CD и проходит через 
точку пересечения диагоналей АС  и BD. Найти радиус окружности, 
если AD.BC  =  5:4, а площадь трапеции 5 =  3. (Билет 3, 2002)

4.124. В равнобедренной трапеции ABCD (BC\\AD) окружность 
касается основания AD, боковых сторон АВ  и BD  и проходит через 
точку пересечения диагоналей АС  и BD. Найти радиус окружности, 
если AD:BC =  5:3, а площадь трапеции S  =  9. (Билет 4, 2002)

4.125. Один из углов треугольника равен Зл/4, радиус вписанной 
в него окружности равен 4, а периметр треугольника равен 
16(6 +  V2I). Найти радиус окружности, описанной около этого тре­
угольника. (Билет 5, 2002)
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4.126. Один из углов треугольника равен л/4, радиус вписанной 
в него окружности равен 2(2 —V2 ), а радиус описанной вокруг 
него окружности равен 3. Найти площадь этого треугольника. (Би­
лет 6, 2002)

4.127. Один из углов треугольника равен л/6, радиус описанной 
окружности равен 3(2ν^3 — 1 ), а периметр треугольника равен 
16л/3. Найдите радиус окружности, вписанной в этот тре­
угольник, (Билет 7, 2002)

4.128. Один из углов треугольника равен 5л/6, радиус вписан­
ной окружности равен 1, а площадь треугольника равна 13V3. 
Найти радиус окружности, описанной около этого треугольника. 
(Билет 8, 2002)

4.129. Окружность с центром на стороне АВ  равнобедренного 
треугольника ABC (АВ =  ВС) касается отрезка АС  в точке F, 
пересекает отрезок ВС  а точке G, проходит через точку В  и пе­
ресекает отрезок АВ  в точке Е,  причем АЕ  =  a, LB F G  =  у. Найти 
радиус окружности. (Билет 9, 2002)

4.130. Окружность с центром на стороне АВ  равнобедренного тре­
угольника ABC (АВ  =  ВС) проходит через точку А, пересекает от­
резок АС  в точке F, касается отрезка ВС  в точке G и пересекает 
отрезок АВ  в точке Е,  причем GC/BG =  V3 — 1, FG =  а. Найти ра­
диус окружности. (Билет 10, 2002)

4.131. Окружность с центром на стороне АВ  равнобедренного тре­
угольника ABC (АВ =  ВС)  касается отрезка АС  в точке F, пересе­
кает отрезок ВС  в точке G, проходит через точку В  и пересекает 
отрезок АВ  в точке Е, причем GC =  a, LBFG  =  у. Найти радиус 
окружности. (Билет 11, 2002)

4.132. Окружность с центром на стороне АВ  равнобедренного тре­
угольника ABC (АВ =  ВС) проходит через точку А, пересекает от­
резок АС  в точке F, касается отрезка ВС  в точке G и пересекает 
отрезок АВ  в точке Е,  причем GC =  BG, FC  =  а. Найти радиус ок­
ружности. (Билет 12, 2002)

4.133. Окружность с центром на диагонали АС  трапеции ABCD  
(BC\\AD) проходит через вершины А и В, касается стороны CD в 
точке С и пересекает основание AD  в точке Е. Найти площадь тра­
пеции ABCD, если CZ>=6vT3, АЕ =  8. (Билет 1, 2003)

4.134. Окружность с центром на диагонали АС  трапеции ABCD  
(BC\\AD) проходит через вершины А  и В, касается стороны CD в 
точке С и пересекает основание AD  в точке Е. Найти площадь тра­
пеции ABCD, если ВЕ =  26, DE  =  9vT3. (Билет 2, 2003)

4.135. Окружность с центром на диагонали АС  трапеции ABCD  
(BC\\AD) проходит через вершины А  и В, касается стороны CD в 
точке С и пересекает основание AD  в точке Е. Найти площадь тра­
пеции ABCD,  если ВС  =  2, CD =  10V26. (Билет 3, 2003)

4.136. Окружность с центром на диагонали АС  трапеции ABCD  
(BC\\AD) проходит через вершины А  и В, касается стороны CD в
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точке С и пересекает основание AD  в точке Е.  Найти площадь тра­
пеции ABCD, если AB =  5V2, CD —  10VT3. (Билет 4, 2003)

4.137. В трапеции ABCD  с меньшим основанием ВС  и площадью, 
равной 2, прямые ВС  и AD  касаются окружности диаметром Ί 2  в 
точках В  и D  соответственно. Боковые стороны трапеции АВ  и CD 
пересекают окружность в точках М  и N  соответственно. Длина M N  
равна 1. Найти величину угла M B N  и длину основания AD. (Билет 5,
2003)

4.138. В трапеции ABCD  с большим основанием ВС  и площадью, 
равной 4 /3 ,  прямые ВС  и AD  касаются окружности диаметром 2 в 
точках В  и D  соответственно. Боковые стороны трапеции АВ  и CD 
пересекают окружность в точках М  и N  соответственно. Длина M N  
равна V 3 . Найти величину угла M D N  и длину основания ВС. (Билет
6, 2003)

4.139. В трапеции ABCD  с меньшим основанием ВС  и площадью, 
равной 4, прямые ВС  и AD  касаются окружности диаметром 2 в 
точках В  и D соответственно. Боковые стороны трапеции АВ  и CD 
пересекают окружность в точках М  и N  соответственно. Длина M N  
равна V2. Найти величину угла M B N  и длину основания AD. (Билет
7, 2003)

4.140. В трапеции ABCD  с большим основанием ВС  и площадью, 
равной 1 2 /3 , прямые ВС  и AD  касаются окружности диаметром 
2 /3  в точках В  и D  соответственно. Боковые стороны трапеции АВ 
и CD пересекают окружность в точках М  и N  соответственно. Длина 
M N  равна 3. Найти величину угла M D N  и длину основания ВС. 
(Билет 8, 2003)

4.141. Дан треугольник ABC, в котором АВ =  ВС =  5, медиана
AD =  На биссектрисе СЕ  выбрана точка F такая, что CF =  Щ-.
Через точку F проведена прямая I, параллельная ВС. Найти рассто­
яние от центра окружности, описанной около треугольника ABC, до 
прямой I. (Билет 9, 2003)

4.142. Дан треугольник ABC, в котором АВ =  ВС =  5, а радиус
2 5

описанной окружности равен -g-. На высоте CD выбрана точка Е

такая, что СЕ =  и через точку Е  проведена прямая I, параллель­
ная ВС. Найти расстояние от центра окружности, вписанный в тре­
угольник ABC, ДО прямой I. (Билет 10, 2003)

4.143. Дан треугольник ABC, в котором АВ =  ВС, АС =  6, а ра-
диус вписанной окружности равен На медиане CD выбрана точка 

CDЕ такая, что СЕ =  Через точку Е  проведена прямая I, парал­
лельная ВС. Найти расстояние от центра окружности, описанный 
около треугольника ABC, до прямой I. (Билет 11, 2003)
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4.144. Дан треугольник ABC, в котором АВ  =  ВС, АС  =  6, высота
24 СЕAD  =  -у.  На биссектрисе СЕ  выбрана точка F такая, что CF =  — .

Через точку F  проведена прямая /, параллельная ВС. Найти рассто­
яние от центра окружности, вписанной в треугольник ABC, до пря­
мой /. (Билет 12, 2003)

4.145. В параллелограмме ABCD  прямые /j и /2 являются биссек­
трисами углов А  и С соответственно, а прямые т 1 и т2 — биссект­
рисами углов В  и D  соответственно. Расстояние между и 12 в V3 
раз меньше расстояния между т 1 и т2. Найти угол BAD  и радиус 
окружности, вписанной в треугольник ABD, если АС =  у/ 22/3, 
BD — 2. (Билет 1, 2004)

4.146. В параллелограмме ABCD  прямые и /2 являются биссек­
трисами углов А  и С соответственно, а прямые т 1 и тг — биссект­
рисами углов В  и D  соответственно. Расстояние между и 12 в V3 
раз больше расстояния между т 1 и т г. Найти угол BAD  и радиус 
окружности, вписанной в треугольник ABC, если АС — 4, 
BD — V22. (Билет 2, 2004)

4.147. В параллелограмме ABCD  прямые Ιγ и 12 являются биссек­
трисами углов А  и С соответственно, а прямые т 1 и т2 — биссект­
рисами углов В  и D  соответственно. Расстояние между и 12 в V3 
раз меньше расстояния между т 1 и т2. Найти угол BAD  и радиус 
окружности, вписанной в треугольник ABD, если АС =  V41/3, 
BD —  3 . (Билет 3, 2004)

4.148. В параллелограмме ABCD  прямые /, и /2 являются биссек­
трисами углов А  и С соответственно, а прямые т 1 и т2 — биссект­
рисами углов В  и D  соответственно. Расстояние между /j и /2 в V3 
раз больше расстояния между т { и т г. Найти угол BAD  и радиус 
окружности, вписанной в треугольник ABC, если АС  =  3, 
BD  =  V59/3 . (Билет 4, 2004)

4.149. Какая наименьшая площадь может быть у треугольника 
АОС,  вершина О которого лежит на катете ВС  прямоугольного тре­
угольника ABC  и является центром окружности радиуса R, касаю­
щейся гипотенузы АС  и проходящей через точку Β Ί  (Билет 5, 2004)

4.150. Какая наименьшая площадь может быть у прямоугольного 
треугольника ABC, в котором окружность радиуса R  с центром на 
катете АВ  касается гипотенузы АС  и проходит через точку В2 (Билет 
6, 2004)

4.151. Какая наименьшая длина может быть у гипотенузы АС  
прямоугольного треугольника ABC, в котором окружность радиуса 
R  с центром на катете ВС  касается стороны АС  и проходит через 
точку В1 (Билет 7, 2004)
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4.152. Какое наименьшее значение может быть у суммы длин ка­
тета ВС  и гипотенузы АС  прямоугольного треугольника ABC, в ко­
тором окружность радиуса R  с центром на катете АВ  касается сторо­
ны АС  И ПРОХОДИТ ч е р е з  ТО ЧКу В'! (Билет 8, 2004)

4.153. Четырехугольник, один из углов которого равен arctg(4/3), 
вписан в окружность радиуса V6 и описан около окружности радиуса 
1. Найти площадь четырехугольника и угол между его диагоналями. 
(Билет 9, 2004)

4.154. Четырехугольник, один из углов которого равен arsin(4/5), 
вписан в окружность радиуса VT5 и описан около окружности ради­
уса 2. Найти площадь четырехугольника и угол между его диагона­
лями. (Билет 10, 2004)

4.155. Четырехугольник, один из углов которого равен 
2 arcctg ( 2), вписан в окружность радиуса 2V3 и описан около ок­
ружности радиуса 1. Найти площадь четырехугольника и угол между 
его диагоналями. (Билет 11, 2004)

4.156. Четырехугольник, один из углов которого равен 
arccos (3 /5 ), вписан в окружность радиуса 2VT0 и описан около ок­
ружности радиуса 3. Найти площадь четырехугольника и угол между 
его диагоналями. (Билет 12, 2004)

3 -  2771



5. СТЕРЕОМЕТРИЯ

5.1. Конус расположен внутри треугольной пирамиды SABC  так, 
что плоскость его основания совпадает с плоскостью одной из граней 
пирамиды, а три других грани касаются его боковой поверхности. 
Найти обьем пирамиды, если длина образующей конуса равна 1,
A A B S  =  ^r, / - B S C  =  -pr, E S C B  =  %. (Билет 1, 1991)2 12 4

5.2. Сфера, вписанная в треугольную пирамиду K LM N ,  касается 
одной из граней пирамиды в центре вписанной в эту грань окружности.
Найти обьем пирамиды, если М К  =  | ,  Δ Ν Μ Κ  =  j ,  L K M L  =  3 arctg j ,

L N M L  =  J  —  arctg (Билет 2, 1991)

5.3. Конус расположен внутри треугольной пирамиды SABC  так, 
что плоскость его основания совпадает с плоскостью одной из граней 
пирамиды, а три других грани касаются его боковой поверхности. 
Найти объем пирамиды, если длина образующей конуса равна 1,
ЕВАС  =  %, /-SBA  =  L A S B  =  ~ .  (Билет 3, 1991)Z о 4

5.4. Сфера, вписанная в треугольную пирамиду EFGH, касается 
одной из граней пирамиды в центре вписанной в эту грань ок­
ружности. Найти объем пирамиды, если FG =  3V5, LH FG  =  γ,

L E F G  =  ~  —  3  arctg V 5  , Z . E F H  —  arctg V 5  . (Билет 4, 1991)

5.5. В четырехугольной пирамиде SABCD  основанием является 
трапеция ABCD  ( BC\\AD), ВС — (4/5)AD, L A S D =  LC D S =  л/2. Все 
вершины пирамиды лежат на окружностях оснований цилиндра, вы­
сота которого равна 2, а радиус основания равен 5 /3 . Найти объем 
пирамиды. (Билет 5, 1991)

5.6. В четырехугольной пирамиде SABCD  основанием является па­
раллелограмм ABCD, /-BSC =  LAS.B =  л/2. Все вершины пирамиды 
лежат на окружностях оснований усеченного конуса, высота которого 
равна 4/3, а радиусы оснований равны 1/2 и 5/6. Найти объем пира­
миды. (Билет 6, 1991)

5.7. В четырехугольной пирамиде SK LM N  основанием является
трапеция K L M N  (L M \\K N ), L M  =  ·| KN, E K SN  =  ΔΜ Ν Ξ  =  л/2. Все
вершины пирамиды лежат на окружностях оснований цилиндра, вы­
сота которого равна 3, а радиус основания равен 5/2. Найти объем 
пирамиды. (Билет 7, 1991)

5.8. В четырехугольной пирамиде SK L M N  основанием является
параллелограмм K LM N , L L S M =  L K S L  =  Все вершины пирами­
ды лежат на окружностях оснований усеченного конуса, высота ко­
торого равна 3 /2 , а радиусы оснований равны 1 и 5 /4 . Найти объем 
пирамиды. (Билет 8, 1991)
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5.9. В основании четырехугольной пирамиды SABCD  лежит ромб 
ABCD с острым углом при вершине А. Высота ромба равна 4, точка 
пересечения его диагоналей является ортогональной проекцией вер­
шины S  на плоскость основания. Сфера радиуса 2 касается плоско­
стей всех граней пирамиды. Найти объем пирамиды, если расстояние
от центра сферы до прямой АС  равно АВ. (Билет 9, 1991)

5.10. В сферу радиуса 5 /8  вписана четырехугольная пирамида 
SABCD, основанием которой служит параллелограмм ABCD. Точка 
пересечения диагоналей параллелограмма является ортогональной 
проекцией вершины S  на плоскость ABCD. Плоскость каждой грани 
пирамиды касается второй сферы, расстояние от центра которой до 
прямой AD  вдвое больше расстояния до прямой ВС. Найти радиус 
второй сферы и расстояние от ее центра до вершины S, если 
AD.AB =  5:3. (Билет 10, 1991)

5.11. В основании четырехугольной пирамиды SABCD  лежит ромб 
ABCD с тупым углом при вершине А. Высота ромба равна 2, точка 
пересечения его диагоналей является ортогональной проекцией вер­
шины S  на плоскость основания. Сфера радиуса 1 касается плоско­
стей всех граней пирамиды. Найти объем пирамиды, если расстояние

уТ4от центра сферы до прямой BD равно - γ - Α Β .  (Билет 11, 1991)

5.12. В сферу радиуса 13/3 вписана четырехугольная пирамида 
SABCD, основанием которой служит параллелограмм ABCD. Точка 
пересечения диагоналей параллелограмма является ортогональной 
проекцией вершины S  на плоскость ABCD. Плоскость каждой грани 
пирамиды касается второй сферы, расстояние от центра которой до 
прямой АВ  втрое больше расстояния до прямой CD. Найти радиус 
второй сферы и расстояние от ее центра до вершины S, если 
AB-.AD =  1:4. (Билет 12, 1991)

5.13. В правильной треугольной пирамиде SABC  (S  — вершина) 
точки D  и Е  являются серединами ребер АС  и ВС соответственно. Че­
рез точку Е  проведена плоскость β, пересекающая ребра АВ  и SB  и уда­
ленная от точек D и В на одинаковое расстояние, равное 1/2. Найти 
длины отрезков, на которые плоскость делит ребро SB, если ВС  =  4, 
SC =  3 . (Билет 1, 1992)

5.14. В правильной четырехугольной пирамиде SABCD  (S  — вер­
шина) A D =  1 / 5  и SD =  1 . Через точку В проведена плоскость а ,  
пересекающая ребро SC  и удаленная от точек Л и С на одинаковое 
расстояние, равное 1 / 1 0 .  Найти длины отрезков, на которые плоско­
сть а  делит ребро SC, если известно, что а  не параллельна пря­
мой АС. (Билет 2, 1992)

5.15. В правильной треугольной пирамиде SABC  (S  — вершина) 
точки К  и L  являются серединами ребер АВ  и АС  соответственно. 
Через точку L  проведена плоскость β, пересекающая ребра ВС  и SC  
и удаленная от точек К  и С на одинаковое расстояние, равное 1/3.

1»
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Найти длины отрезков, на которые плоскость β делит ребро 5С, если 
АВ  =  4/3, SB =  4/5. (Билет 3, 1992)

5.16. В правильной четырехугольной пирамиде SABCD  (5 — 
вершина) ЛВ — 5, 5/1 =  4. Через точку А  проведена плоскость а, 
пересекающая ребро SD  и удаленная от точек β  и В  на одинаковое 
расстояние, равное 5 /4 . Найти длины отрезков, на которые пло­
скость а делит ребро SD, если известно, что а не параллельна 
прямой BD. (Билет 4, 1992)

5.17. Сфера вписана в четырехугольную пирамиду SABCD, осно­
ванием которой является трапеция ABCD, а также вписана в пра­
вильный тетраэдр, одна из граней которого совпадает с боковой 
гранью пирамиды SABCD. Найти радиус сферы, если объем пирами­
ды SABCD  равен 64. (Билет 5, 1992)

5.18. Сфера вписана в правильную треугольную пирамиду SABC  
(5  — вершина), а также вписана в прямую треугольную призму 
K L M K 'L 'M ', у которой K L  =  К М  =  \/Έ, а боковое ребро KK' лежит 
на прямой АВ. Найти радиус сферы, если известно, что прямая SC 
параллельна плоскости L L 'M ‘M. (Билет 6, 1992)

5.19. Сфера вписана в четырехугольную пирамиду SKLM N,  осно­
ванием которой является трапеция K LM N ,  а также вписана в пра­
вильный тетраэдр, одна из граней которого совпадает с боковой 
гранью пирамиды SK LM N .  Найти радиус сферы, если площадь тра­
пеции K L M N  равна 3V3. (Билет 7, 1992)

5.20. Сфера вписана в правильную треугольную пирамиду S K LM  
(5  — вершина), а также вписана в прямую треугольную призму 
АВСА'В 'С ', у которой АВ =  АС, ВС =  4V2, а боковое ребро АА' ле­
жит на прямой KL. Найти радиус сферы, если известно, что прямая 
S M  параллельна плоскости ВВ’С’С. (Билет 8, 1992)

5.21. Основание прямой призмы АВСА'В’С' — равнобедренный тре­
угольник ЛВС, в котором АВ =  ВС =  5, Z.ABC =  2 arcsin (3 /5). Пло­
скость, перпендикулярная прямой А'С, пересекает ребра АС  и А'С' в 
точках D v iE  соответственно, причем AD =  АС/Ъ, ЕС' =  А'С'/Ъ. Найти 
площадь сечения призмы этой плоскостью. (Билет 9 ,1992)

5.22. Основание прямой призмы ABCDA'B'C'D' — равнобедрен­
ная трапеция ABCD, в которой BC\\AD, ВС =  1, AD =  5 , 
L B A D  =  arctg (3 /2 ) .  Плоскость, перпендикулярная прямой A'D, 
пересекает ребра AD  и A'D' в точках Е  и F соответственно, при­
чем АЕ  =  FD' =  5/3. Найти площадь сечения призмы этой плоско­
стью. (Билет 10, 1992)

5.23. Основание прямой призмы АВСА'В'С' —  равнобедренный 
треугольник ABC, в котором АС =  С В — 2, АЛСВ =  2 arcsin (4/5). 
Плоскость, перпендикулярная прямой А'В, пересекает ребра АВ  и

7 7А'В' в точках К  и L соответственно, причем А К =  —/1£, L B ’ =  — А'В'. 
Найти площадь сечения призмы этой плоскостью. (Билет 11, 1992)
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5.24. Основание прямой призмы ABCDA'B'C'D' — равнобедренная 
трапеция ABCD, в которой BC\\AD, ВС  =  5, AD =  10, LB A D  =  arctg 2. 
Плоскость, перпендикулярная прямой AD', пересекает ребра AD  и 
A'D' в точках М и  N  соответственно, причем M D  =  Α 'Ν  =  1. Найти пе­
риметр сечения призмы этой ПЛОСКОСТЬЮ. (Билет 12,1992)

5.25. Через середину ребра АС  правильной треугольной пирамиды 
SABC (S  — вершина) проведены плоскости а и β, каждая из которых
образует угол — с плоскостью ABC. Найти площади сечений пирами­
ды SABC  плоскостями а и β, если эти сечения имеют общую сторону 
длины 1, лежащую в грани ABC, а плоскость а перпендикулярна 
ребру S A  (Билет 1, 1993)

5.26. На сторонах ВС  и AD  правильной четырехугольной пирами­
ды SABCD  (S — вершина) взяты точки Р и Q. Сечения пирамиды 
SABCD  двумя взаимно перпендикулярными плоскостями а и β, про­
ходящими через прямую PQ, — трапеции с равными основаниями.
Грань SAB  образует угол ~  с пересекающей ее плоскостью сечения,
а угол между гранями SAB  и ABCD  равен arctg 2. Найти площади 
сечений пирамиды плоскостями а и β, если P Q =  13. (Билет 2, 1993)

5.27. Через середину ребра ВС  правильной треугольной пирамиды 
SABC (S  — вершина) проведены плоскости а и β, каждая из которых
образует угол arctg ^ с плоскостью ЛВС. Найти площади сечений
пирамиды SABC  плоскостями а и β, если эти сечения имеют общую 
сторону длины 3, лежащую в грани ABC, а плоскость а перпендику­
лярна ребру SC. (Билет 3, 1993)

5.28. На сторонах АВ  и CD правильной четырехугольной пирамиды 
SABCD (S  — вершина) взяты точки К  и Z. Сечения пирамиды SABCD  
двумя взаимно перпендикулярный плоскостями а и β, проходящими 
через прямую Κ Ζ,  — трапеции с равными основаниями. Грань SAD  об­
разует угол j  с пересекающей ее плоскостью сечения, а угол между
гранями SAD  и ABCD  равен arctg 3. Найти площ ади сечений пирамиды  
ABCD  плоскостями а  и β, если Κ Ζ  = 1 9 .  (Билет 4,1993)

5.29. Основание прямой призмы K LM N K 'L 'M 'N '  — ромб K L M N  
с углом 60° при верш ине К. Точки Е  и F — середины ребер LL'  и 
L M  призмы. Ребро SA правильной четырехугольной пирамиды  
SABCD (S  — верш ина) леж ит на прямой LN,  вершины D и В  — на 
прямых M M '  и E F  соответственно. Найти отнош ение объемов приз­
мы И пирамиды, если S21 =  2Αβ. (Билет 5, 1993)

5.30. Точки Е  и F  — середины ребер CC' и C'D' прямоугольного па­
раллелепипеда ABCDA'B'C'D'. Ребро K L  правильной треугольной пи­
рамиды K L M N  (К  — вершина) лежит на прямой АС, а вершины N  и 
М  — на прямых DD' и E F  соответственно. Найти отношение объемов 
призмы и пирамиды, если АВ.ВС =  4:3, KL:M N  =  2:3. (Билет 6, 1993)
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5.31. Точки Р  и Q — середины ребер K L  и L M  правильной тре­
угольной призмы K L M K 'L 'M '. Ребро SB  правильной четырехуголь­
ной пирамиды SABCD  (S — вершина) лежит на прямой QK, а вер­
шины А и С — на прямых K'Р и LL'  соответственно. Найти отноше­
ние объемов призмы и пирамиды, если SA =  5AB. (Билет 7, 1993)

5.32. Основание прямой призмы PQRP'Q’R' — треугольник PQR, 
в котором L P Q R =  90°, P Q :Q R =  1:3. Точка К  — середина катета 
PQ. Ребро АВ  правильной треугольной пирамиды ABCD (А  — вер­
шина) лежит на прямой PR, а вершины С и D  — на прямых Р 'К  и 
QQ' соответственно. Найти отношение объемов призмы и пирамиды, 
если A B :C D =  2:3. (Билет 8, 1993)

5.33. Внутри правильной треугольной пирамиды расположена 
прямая призма, в основании которой лежит ромб. Одна из граней 
призмы принадлежит основанию пирамиды, другая грань — боко­
вой грани пирамиды. Какой наибольший объем может иметь приз­
ма, если ребро основания пирамиды равно 2 , а высота пирамиды 
равна 2V2"? (Билет 9, 1993)

5.34. Внутри правильной четырехугольной пирамиды расположе­
на прямая призма K LM N K 'L 'M 'N ',  в основании которой лежит ромб 
K L M N  с углом 60° при вершине L. Ребро KK'  принадлежит основа­
нию пирамиды, а ребро LL'  — диагонали этого основания. Какой 
наибольший объем может иметь призма, если диагональ основания 
пирамиды равна 6, а высота пирамиды равна V3 ? (Билет ю, 1993)

5.35. Внутри правильной треугольной пирамиды расположена 
прямая призма, в основании которой лежит ромб. Одна из граней 
призмы принадлежит основанию пирамиды, другая грань — боко­
вой грани пирамиды. Какой наибольший объем может иметь приз­
ма, если ребро основания пирамиды равно 2 , а высота пирамиды 
равна 1? (Билет 11, 1993)

5.36. Внутри правильной четырехугольной пирамиды расположе­
на прямая призма ABCDA'B'C'D' , в основании которой лежит ромб 
ABCD, в котором BD =  V2 АС. Ребро AA' призмы принадлежит осно­
ванию пирамиды, а ребро BB' — диагонали этого основания. Какой 
наибольший объем может иметь призма, если ребро основания пира­
миды равно 2, а высота пирамиды равна 1? (Билет 12, 1993)

5.37. В основании прямой призмы ABCDAlB lClD l лежит ромб 
ABCD  с углом BAD, равным 2 arccos 1/3. Сфера касается всех звень­
ев ломаной ABCCj-Aj и пересекает ребро ВВ1 в точках В х и М. Найти 
объем призмы и радиус сферы, если ΒχΜ =  1. (Билет 1, 1994)

5.38. Дан прямоугольный параллелепипед ABCD AlB lClD v  у ко­
торого АВ : ВС  =  2 : 3 .  Точки F и F i — середины ребер ВС  и В {С ; 
соответственно. Сфера касается всех звеньев ломаной AFDDXA X и 
пересекает отрезок F1F в точках F l и Е.  Найти объем параллелепи­
педа И радиус сферы, если F {E  =  3/2. (Билет 2, 1994)
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5.39. Сфера пересекает ребро CCj правильной треугольной призмы 
ABCAlB l Ci в точках Сх и К  и касается всех звеньев ломаной ВСАА1В1. 
Найти объем призмы и радиус сферы, если С{К  =  4. (Билет 3, 1994)

5.40. Дан прямоугольный параллелепипед ABCDAlBl ClD v  у ко­
торого АВ  : ВС  =  V6 . Точки К  и К 1 — середины ребер AD  и A lDl 
соответственно. Сфера пересекает отрезок Κ γΚ  в точках К 1 и М и 
касается всех звеньев ломаной СКВВ1С1. Найти объем параллелепи­
педа И радиус сферы, если К ^ М — 1. (Билет 4, 1994)

5.41. В правильной четырехугольной пирамиде SABCD  ребро 
ЛВ вдвое больше высоты пирамиды. По одну сторону от плоскости 
грани ABCD  расположен цилиндр, окружность основания которого 
проходит через центр этой грани. Ортогональные проекции ци­
линдра на плоскости SCD  и SBC  — прямоугольники с общей вер­
шиной в точке С. Найти отношение объемов цилиндра и пира­
миды. (Билет 5, 1994)

5.42. Боковое ребро правильной треугольной пирамиды SABC  
имеет длину 11/5 и составляет с плоскостью основания ABC  угол, 
равный arctg (5VT/4). Цилиндр расположен так, что окружность од­
ного из его оснований проходит через середину ребра АС  и не пере­
секает грань SAB. Ортогональные проекции цилиндра на плоскости 
SAB  и SBC  — прямоугольники с общей вершиной в точке S. Найти 
объем цилиндра. (Билет 6, 1994)

5.43. В правильной четырехугольной пирамиде SABCD  двугран­
ный угол при ребре АВ  равен arccos 1/3. По одну сторону от пло­
скости грани ABCD  расположен цилиндр, окружность основания 
которого проходит через центр этой грани. Ортогональные проек­
ции цилиндра на плоскости SAB  и SBC  — прямоугольники с об­
щей вершиной в точке В. Найти отношение объемов цилиндра и 
пирамиды. (Билет 7, 1994)

5.44. Высота правильной треугольной пирамиды SABC  равна V7/3, 
а боковая грань составляет с основанием ABC  угол 60°. Цилиндр рас­
положен так, что окружность одного из его оснований проходит через 
середину ребра ВС  и не пересекает грань 571 С. Ортогональные проек­
ции цилиндра на плоскости SAB  и SAC  — прямоугольники с общей 
вершиной в точке S. Найти объем цилиндра. (Билет 8, 1994)

5.45. Сфера, касающаяся верхнего основания цилиндра, имеет 
единственную общую точку с окружностью его нижнего основания 
и делит ось цилиндра в отношении 2 : 6 : 1 , считая от центра од­
ного из оснований. Найти объем цилиндра, если известно, что 
сфера касается двух его образующих, находящихся на расстоя­
нии 2V6 друг ОТ друга. (Билет 9, 1994)

5.46. Сфера, касающаяся нижнего основания цилиндра, имеет 
единственную общую точку с окружностью его верхнего основания 
и делит ось цилиндра в отношении 1 : 6 : 2 , считая от центра од­
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ного из оснований. Найти объем цилиндра, если известно, что 
сфера касается двух его образующих, находящихся на расстоянии 
8 друг ОТ друга. (Билет 10, 1994)

5.47. Сфера, касающаяся верхнего основания цилиндра, имеет 
единственную общую точку с окружностью его нижнего основания 
и делит ось цилиндра в отношении 2 : 6 : 1 , считая от центра од­
ного из оснований. Найти объем цилиндра, если известно, что 
сфера касается двух его образующих, находящихся на расстоянии 
V6 друг ОТ друга. (Билет 11, 1994)

5.48. Сфера, касающаяся нижнего основания цилиндра, имеет 
единственную общую точку с окружностью его верхнего основания 
и делит ось цилиндра в отношении 1 : 6 : 2 , считая от центра од­
ного из оснований. Найти объем цилиндра, если известно, что 
сфера касается двух его образующих, находящихся на расстоянии 
4 друг ОТ друга. (Билет 12, 1994)

5.49. В правильной четырехугольной пирамиде SABCD  (S — вер­
шина) АВ — 3V2, высота пирамиды равна 8. Сечения пирамиды дву­
мя параллельными плоскостями, одна из которых проходит через 
точку А, а другая — через точки В  и D, имеют равные площади. В 
каком отношении делят ребро SC  плоскости сечений? Найти рассто­
яние между плоскостями сечений и объемы многогранников, на ко­
торые пирамида разбивается этими плоскостями. (Билет ι, 1995)

5.50. Ребро SA  пирамиды SABC  перпендикулярно плоскости 
ABC, АВ =  2, АС =  1, АВАС  =  120°, SH =  3V2. Сечения пирамиды 
двумя параллельными плоскостями, одна из которых проходит через 
точку С и середину ребра АВ, а другая — через точку В, имеют 
равные площади. В каком отношении делят ребро S21 плоскости се­
чений? Найти объемы многогранников, на которые разбивают пира­
миду плоскости сечений, а также расстояние между этими плоско­
стями. (Билет 2, 1995)

5.51. В основании пирамиды SABCD  лежит ромб ABCD, ребро SD  
перпендикулярно плоскости основания, SD =  6, BD  =  3, АС =  2. Се­
чения пирамиды двумя параллельными плоскостями, одна из которых 
проходит через точку В, а другая — через точки А и С, имеют равные 
площади. В каком отношении делят ребро SD  плоскости сечений? Най­
ти расстояние между плоскостями сечений и объемы многогранников, 
на которые пирамида разбивается этими плоскостями. (Билет з, 1995)

5.52. Ребро SB  пирамиды SABC  перпендикулярно плоскости 
ЛВС, ЛВ =  4, ВС =  2, А АС В =  90°, SB =  3. Сечения пирамиды дву­
мя параллельными плоскостями, одна из которых проходит через 
точку С и середину ребра АВ, а другая — через точку А, имеют 
равные площади. В каком отношении делят ребро SB плоскости се­
чений? Найти объемы многогранников, на которые разбивают пира­
миду плоскости сечений, а также расстояние между этими плоско­
стями. (Билет 4, 1995)
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5.53. В правильной четырехугольной призме ABCDAlBlClD l боко­
вое ребро равно VT4, длина стороны основания ABCD  призмы равна 6. 
Окружность основания прямого кругового конуса вписана в тре­
угольник B C lD, а вершина конуса лежит в плоскости АВС Х. Найти 
объем конуса. (Билет 5, 1995)

5.54. Окружность основания прямого кругового цилиндра вписана 
в боковую грань SAB  правильной четырехугольной пирамиды SABCD  
(S — вершина), центр другого основания цилиндра лежит в плоскости 
SBC. Найти объем цилиндра, если АВ  =  6, SB =  5. (Билет 6, 1995)

5.55. В правильной четырехугольной призме ABCDAlB l ClD l сто­
рона основания ABCD  равна 2, боковое ребро равно VT4. Основание 
прямого кругового конуса вписано в треугольник A B xDy, а вершина 
конуса лежит в плоскости АВ,С,. Найти объем конуса. (Билет 7, 1995)

5.56. Окружность основания прямого кругового цилиндра вписана 
в боковую грань SBC  правильной четырехугольной пирамиды SABCD  
(S — вершина), центр другого основания цилиндра лежит в плоскости 
SBD. Найти объем цилиндра, если ВС  =  4, SA  =  3 . (Билет 8, 1995)

5.57. На ребре АС  правильной треугольной призмы АВС А1В 1С1
1 3взята точка К  так, что А К  =  С К  =  - .  Через точку К  проведена пло-

η
скость, образующая с плоскостью ЛВС угол  arctg  ̂ и рассекающая
призму на два многогранника, площ ади поверхностей которых равны. 
Найти объем призмы, если известно, что около одного из этих много­
гранников МОЖНО ОПИСатЬ Сферу, а ОКОЛО Другого — Нет. (Билет 9, 1995)

5.58. В основании прямой призмы А ВС А1В 1С 1 лежит треугольник 
ЛВС со сторонами АВ =  АС  =  25, ВС =  40. На ребре АВ  взята точка 
М  так, что В М  =  15. Через точку М  проведена плоскость, образую­
щая с плоскостью ABC  угол arctg и рассекающая призму на два
многогранника, площади поверхностей которых равны. Найти объем 
призмы, если известно, что около одного из этих многогранников 
можно описать сферу, а около другого — нет. (Билет 10, 1995)

5.59. На ребре АВ  правильной треугольной призмы АВСА1В1С1
1 2взята точка D так, что AD  =  BD  =  3. Через точку D проведена пло­

скость, образующая с плоскостью ЛВС  угол arctg -у  и рассекающая
призму на два многогранника, площади поверхностей которых равны. 
Найти объем призмы, если известно, что около одного из этих много­
гранников можно описать сферу, а около другого — нет. (Билет 1 1 ,1 995)

5.60. В основании прямой призмы АВСАХВ ХСХ лежит треугольник 
ЛВС со сторонами АВ  =  ВС  =  5, АС  =  6. На ребре ВС  взята точка 
D так, что DC  =  4. Через точку D проведена плоскость, образующая
с плоскостью ЛВС угол arctg j  и рассекающая призму на два много­
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гранника, площади поверхностей которых равны. Найти объем приз­
мы, если известно, что около одного из этих многогранников можно 
описать сферу, а около другого — нет. (Билет 12, 1995)

5.61. В основании призмы ABCDAXB XCXD X лежит прямоугольник 
ABCD. Острые углы DyDA  и DyDC равны между собой, угол между ре­

бром D XD  и плоскостью основания призмы равен arccos =̂==, а
CD =  5V6. Все грани призмы касаются некоторой сферы. Найти длину 
ВС, угол между плоскостями D XDC  и ABC, а также расстояние от точ­
ки D  до центра сферы. (Билет 1, 1996)

5.62. Все грани призмы ABCDAlB i ClD l касаются некоторого шара. 
Основанием призмы служит квадрат ABCD  со стороной, равной 5. 
Угол CXCD  — острый, a L C XCB =  arctg Найти L C XCD, угол между
боковым ребром и плоскостью основания призмы, а такж е расстояние 
от точки С до точки касания шара с плоскостью A A XD. (Билет 2, 1996)

5.63. В основании призмы ABCDAlB lClD l лежит параллелограмм 
ABCD. Длина АВ  равна 8, a ABAD  =  π/З. Острые углы А ХАВ  и A XAD  
равны между собой, а угол между ребром А ХА  и плоскостью основания

призмы равен arcsin '\j~. Все грани призмы касаются некоторой сферы. 
Найти длину ребра AD, угол между плоскостями ΑΑχΒ и ABC, а также 
расстояние от точки А  до центра сферы. (Билет з, 1996)

5.64. Все грани призмы ABCDAlB l ClD l касаются некоторого шара. 
Основанием призмы служит ромб ABCD. Угол В ХВС  — острый,
А В ХВА  =  arctg ^=, ААВС  =  р  а АВ  =  Найти L B KBC, угол между
боковым ребром и плоскостью основания призмы, а такж е расстояние 
от точки В  до точки касания шара с плоскостью DXDC. (Билет 4, 1996)

5.65. В кубе ABCDAXB XCXD V ребро которого равно 6, точки М  и 
N  — середины ребер АВ  и ВХСХ соответственно, а точка К  располо­
жена на ребре DC  так, что DK  =  2 КС. Найти:

1) расстояние от точки N  до прямой АК\
2) расстояние между прямыми M N  и АК;
3) расстояние от точки А х до плоскости треугольника MNK.

(Билет 1, 1996)
5.66. В кубе ABCD AxB lC lD1, ребро которого равно 4, точки Е  и 

F — середины ребер АВ  и В ХС Х соответственно, а точка Р располо­
жена на ребре CD  так, что СР =  3PD. Найти:

1) расстояние от точки F до прямой АР;
2) расстояние между прямыми EF  и АР;
3) расстояние от точки А { до плоскости треугольника EFP.

(Билет 6, 1996)
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5.67. В кубе ABCD AXB XCYD Y, ребро которого равно 6, точки М  и 
N  — середины ребер АВ  и В ХСХ соответственно, а точка ЛТ располо­
жена на ребре DC  так, что С К  =  2KD. Найти:

1) расстояние от точки N  до прямой АК;
2) расстояние между прямыми M N  и АК;
3) расстояние от точки ylj до плоскости треугольника MKN.

(Билет 7, 1996)
5.68. В кубе АВС О АхВ хСхОь  ребро которого равно 4, точки Е  и 

F — середины ребер АВ  и В ХСХ соответственно, а точка Р расположена 
на ребре CD  так, что PD  =  3РС. Найти:

1) расстояние от точки F до прямой АР',
2) расстояние между прямыми E F  и  АР;
3) расстояние от точки А х до плоскости треугольника EFP.

(Билет 8, 1996)
5.69. В правильной треугольной пирамиде ABCD  сторона осно­

вания ABC  равна а. Внутри пирамиды расположен конус, окруж­
ность основания которого вписана в треугольник ACD, а вершиной 
конуса является точка О, лежащая на высоте ВЕ  треугольника 
ABC  так, что ВЕ  : ОВ =  3. Найти радиус основания конуса и ра­
диус шара, касающегося конуса и трех граней пирамиды с общей 
ТОЧКОЙ В. (Билет 9, 1996)

5.70. В правильной треугольной пирамиде ABCD  сторона основа­
ния ABC  равна а. Внутри пирамиды расположен конус, окружность 
основания которого вписана в треугольник ABD, а вершина конуса 
расположена на средней линии треугольника ABC, параллельной сто­
роне АВ. Найти боковое ребро пирамиды и радиус шара, касающегося 
конуса и трех граней пирамиды с общей точкой С. (Билет 10, 1996)

5.71. В правильной треугольной пирамиде ABCD  сторона основа­
ния ABC  равна а. Внутри пирамиды расположен конус, окружность 
основания которого вписана в треугольник ACD, а вершиной конуса 
является точка О, где OD — высота пирамиды. Найти радиус осно­
вания конуса и радиус шара, касающегося конуса и трех граней пи­
рамиды С общей ТОЧКОЙ В. (Билет 11, 1996)

5.72. В правильной треугольной пирамиде ABCD  сторона осно­
вания ABC  равна а. Внутри пирамиды расположен конус, окруж­
ность основания которого вписана в треугольник ABD, а вершиной 
конуса является точка О, лежащая на медиане СЕ  треугольника 
ABC  так, что СЕ  : ОЕ  =  4. Найти боковое ребро пирамиды и ра­
диус шара, касающегося конуса и трех граней пирамиды с общей 
точкой С. (Билет 12, 1996)

5.73. Внутри цилиндра лежат два шара радиуса г и один шар радиу- 
згса -у  так, что каждый шар касается двух других и боковой поверхности 

цилиндра, причем первые два равных шара касаются нижнего основа­
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ния, а третий шар касается верхнего основания цилиндра. Найти ради­
ус основания цилиндра, если его высота равна 4г. (Билет 1, 1997)

5.74. Внутри цилиндра лежат два шара радиуса г и один шар
радиуса ^ так, что каждый шар касается двух других, нижнего
основания цилиндра и его боковой поверхности. Найти радиус 
основания цилиндра. (Билет 2, 1997)

5.75. Внутри цилиндра лежит шар радиуса г и два равных шара
радиуса Ц- так, что каждый шар касается двух других и боковой
п о в е р х н о с т и  ц и л и н д р а ,  п р и ч е м  ш а р  р а д и у с а  г к а с а е т с я  н и ж н е г о  
о с н о в а н и я  ц и л и н д р а ,  а  д в а  д р у г и х  ш а р а  к а с а ю т с я  в е р х н е г о  о с н о ­
в а н и я  ц и л и н д р а .  Н а й т и  р а д и у с  о с н о в а н и я  ц и л и н д р а ,  е с л и  е го  в ы ­
с о т а  р а в н а  4г. (Билет 3, 1997)

5.76. Внутри цилиндра лежат два шара радиуса г и один шар 
радиуса 2г  так, что каждый шар касается двух других, верхнего 
основания цилиндра и его боковой поверхности. Найти радиус 
основания цилиндра. (Билет 4, 1997)

5.77. В правильной четырехугольной пирамиде SABCD  боковое ре­
бро равно а и равно диагонали основания ABCD. Через точку А  парал­
лельно прямой BD  проведена плоскость Р, образующая с прямой AD
угол, равный arcsin ~ .  Найти площадь сечения пирамиды плоскостью
Р и  р а д и у с  ш а р а ,  к а с а ю щ е г о с я  п л о с к о с т и  Р  и  ч е т ы р е х  п р я м ы х ,  к о т о ­
р ы м  п р и н а д л е ж а т  б о к о в ы е  р е б р а  п и р а м и д ы .  (Билет 5, 1997)

5.78. В кубе ABCD AlB l ClDl с ребром а через точку А  параллель­
но прямой BD  проведена плоскость Р, образующая с прямой АВ  угол, 
равный arcsin Найти площадь сечения куба плоскостью Р и ра­
диус шара, касающегося плоскости Р и граней ABCD, ВСС1В 1 и 
DCCXDV (Билет 6, 1997)

5.79. В треугольной пирамиде SABC  все ребра, кроме SA, равны 
а, а ребро S/1 равно высоте треугольника ABC. Через точку А  парал­
лельно прямой ВС  проведена плоскость Р, образующая с прямой

гх
ЛВ угол, равный arcsin Найти площадь сечения пирамиды пло­
скостью Р  и радиус шара с центром на прямой, проходящей через 
точку S  перпендикулярно плоскости треугольника ABC, касающегося 
ПЛОСКОСТИ Р И ПЛОСКОСТИ треугольника SBC. (Билет 7, 1997)

5.80. В правильной четырехугольной призме ABCDA1B iCiD l сто­
рона основания АВ  равна а, боковое ребро А А Х равно aV2. Через 
точку А  параллельно прямой BD проведена плоскость Р, образующая 
с прямой АВ  угол, равный Найти площадь сечения призмы пло­
скостью Р и радиус шара, касающегося плоскости Р  и граней 
A XB XCXD X, Α ΒΒχΑ χ и ADDXA V (Билет 8, 1997)
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5.81. В треугольной пирамиде ABCD  ребра АВ  и CD взаимно пер­
пендикулярны, AD  =  ВС , расстояние от середины Е  ребра АВ  до пло­
скости ACD  равно h, L D A C  =  j ,  Δ ACD = ~ ,  угол между ребром

DC и гранью ABC  равен ~. Найти расстояние от точки Е  до плоско­
сти BCD, угол между ребром АВ  и гранью ACD, а также угол между 
гранями ABD  и ABC. (Билет 9, 1997)

5.82. В треугольной пирамиде ABCD  ребра АС  и BD  взаимно пер­
пендикулярны, АВ  =  BD  =  AD  =  а, середина ребра Л С равноудалена 
от плоскостей ABD  и BCD, угол между ребром АС  и гранью CBD
равен arcsin ^=. Найти длину ребра CD, угол CAD  и угол между
р е б р о м  BD  и  г р а н ь ю  ACD. (Билет 10, 1997)

5.83. В треугольной пирамиде ABCD  ребра ВС  и AD  взаимно пер­
пендикулярны, АВ  =  CD, расстояние от середины О ребра ВС  до пло­
скости ABD  равно h, L  CAD  =  L  CDA — у , угол между ребром AD  и

2
гранью ABC  равен arccos Найти расстояние от точки О до пло­
скости ACD,  угол между ребром ВС  и гранью ABD, а также угол 
между гранями ABC  И BCD.  (Билет 11, 1997)

5.84. В треугольной пирамиде ABCD  ребра АВ  и DC  взаимно пер­
пендикулярны, L A D B  =  j ,  A ABD  =  у , угол между ребром CD и

гранью ABD  равен у, AD  =  а, середина ребра CD равноудалена от пло­
скостей ABD  и ABC. Найти длину ребра ВС, угол CDB и угол между 
ребром АВ  и  гранью BCD. (Билет 12, 1997)

5.85. Сторона основания ABC  правильной треугольной призмы
J

АВСАХВ ХСХ равна 6, а высота равна ^ψ. На ребрах АС, А ХСХ и ВВ Х
расположены соответственно точки Р, F  и К  так, что А Р = \ ,  
AXF  =  3 и В К  =  K B V Построить сечение призмы плоскостью, прохо­
дящей через точки Р, F  и К. Найти площадь сечения и угол между 
ПЛОСКОСТЬЮ основания призмы И ПЛОСКОСТЬЮ сечения. (Билет 1, 1998)

5.86. Правильная треугольная призма АВС А}В ХСХ пересечена 
плоскостью, проходящей через середины ребер АВ, А ХСХ, ВВ у По­
строить сечение призмы, найти площадь сечения и вычислить угол 
между плоскостью основания ABC  и плоскостью сечения, если сто­
рона основания равна 2, а высота призмы равна Щ-. (Билет 2, 1998)

5.87. Сторона основания ABC  правильной треугольной призмы
АВСАХВ ХС Х равна 12, а высота равна На ребрах АС, А ХСХ и
АВ  расположены соответственно точки Р, F и Е  так, что АР =  2, 
A XF =  6 и А Е  =  6. Построить сечение призмы плоскостью, проходя­
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щей через точки Р, F  и Е, найти площадь сечения и угол между 
плоскостью основания призмы и плоскостью сечения. (Билет 3, 1998)

5.88. Правильная треугольная призма АВСА1В1С1 пересечена 
плоскостью, проходящей через середины ребер АВ, A tC t, BBV. По­
строить сечение призмы, найти площадь сечения и вычислить угол 
между плоскостью основания ABC  и плоскостью сечения, если сто-

. ^42"рона основания равна 4, а высота призмы равна - у - .  (Билет 4, 1998)

5.89. Две противоположные боковые грани четырехугольной пира­
миды SABCD  перпендикулярны основанию, высота пирамиды равна 
V5. В основании пирамиды лежит равнобедренная трапеция ABCD  
( AD =  B C ), описанная около окружности и такая, что АВ =  6,
I-BAD =  у .  Найти расстояние от точки D до плоскости SAB.

В н у т р и  п и р а м и д ы  р а с п о л о ж е н  к о н у с  т а к ,  ч т о  о к р у ж н о с т ь  е г о  о с н о ­
в а н и я  в п и с а н а  в  т р е у г о л ь н и к  SCD, а  в е р ш и н а  п р и н а д л е ж и т  г р а н и  
SAB.  Н а Й Т И  о б ъ е м  к о н у с а .  (Билет 5, 1998)

5.90. В основании четырехугольной пирамиды SK L M N  лежит рав­
нобедренная трапеция K LM N ,  описанная около окружности и такая, 
что K N  =  L M  =  4, M N  > K L  и угол между прямыми K N  и L M  равен
у . Две противоположные боковые грани этой пирамиды перпендику­
лярны основанию и S M  =  12. Найти расстояние от точки М  до пло­
скости SKL.

Внутри пирамиды расположен конус так, что окружность его 
основания вписана в треугольник SM N,  а вершина принадлежит 
грани SKL.  Вычислить высоту конуса. (Билет 6, 1998)

5.91. В четырехугольной пирамиде SABCD  две противоположные 
боковые грани перпендикулярны основанию, расстояние от вершины 5 
до прямой АВ  равно 4VT. В основании пирамиды лежит равнобедрен­
ная трапеция ABCD  (AD =  ВС),  описанная около окружности и такая,
что CD =  2, LA D C  — Найти расстояние от точки С до плоскости
SAB.  В н у т р и  п и р а м и д ы  р а с п о л о ж е н  к о н у с  т а к ,  ч т о  о к р у ж н о с т ь  е го  
о с н о в а н и я  в п и с а н а  в  т р е у г о л ь н и к  SCD, а  в е р ш и н а  п р и н а д л е ж и т  г р а н и  
SAB.  Н а Й Т И  о б ъ е м  к о н у с а .  (Билет 7, 1998)

5.92. В основании четырехугольной пирамиды S K L M N  лежит рав­
нобедренная трапеция K L M N  {LM  =  K N),  описанная около окруж­
ности радиуса Vl5, A M L K  — γ - .  Две противоположные боковые грани
этой пирамиды перпендикулярны основанию, высота пирамиды рав­
на 6V3\ Найти расстояние от точки N  до плоскости SKL.

Внутри пирамиды расположен конус так, что окружность его 
основания вписана в треугольник SM N,  а вершина принадлежит 
грани SKL.  ВЫЧИСЛИТЬ ВЫСОТУ конуса. (Билет 8, 1998)

5.93. Ребро правильного тетраэдра ABCD  равно а, точка К  — сере­
дина ребра АВ, точка Е  лежит на ребре CD и ЕС : ED  = 1 : 2 ,  точка
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F — центр грани ABC. Найти угол между прямыми ВС и КЕ, расстоя­
ние между этими прямыми и радиус сферы, проходящей через точки А, 
В, Е  и F. (Билет 1, 1999)

5.94. Ребро правильного тетраэдра ABCD  равно а, точка К  — се­
редина ребра АВ, точка Е  лежит на ребре CD и Е С : ED =  1 : 3, 
точка F  — центр грани ABC. Найти угол между прямыми ВС и 
КЕ, расстояние между этими прямыми и радиус сферы, проходящей 
через точки А, В, Е  И F. (Билет 2, 1999)

5.95. Ребро правильного тетраэдра ABCD  равно а, точка К  — се­
редина ребра АВ, точка Е  лежит на ребре CD и ЕС  : ED  =  2 : 1 ,  
точка F  — центр грани ABC. Найти угол между прямыми ВС и 
КЕ, расстояние между этими прямыми и радиус сферы, проходящей 
через ТОЧКИ А, В, Е  И F. (Билет 3, 1999)

5.96. Ребро правильного тетраэдра ABCD равно а, точка К  — се­
редина ребра АВ, точка Е  лежит на ребре CD и Е С : ED =  3 : 1 ,  
точка F  — центр грани ABC. Найти угол между прямыми ВС  и 
КЕ, расстояние между этими прямыми и радиус сферы, проходящей 
через ТОЧКИ А, В, Е  И F. (Билет 4, 1999)

5.97. Сторона основания ABCD  правильной пирамиды SABCD  рав­
на 2, высота пирамиды, опущенная на основание, равна Ъ П .  На ре­
брах SA  и SD  расположены точки Е  и F  так, что АЕ  =  2ES, SF  =  5DF. 
Через точки Е  и F  проведена плоскость а, параллельная CD. Найти:

1 ) площадь фигуры, полученной при пересечении пирамиды пло­
скостью а;

2) радиус сферы с центром в точке А, касающейся плоскости а;
3) уГОЛ между ПЛОСКОСТЬЮ а И ПЛОСКОСТЬЮ ABC. (Билет 5, 1999)
5.98. Сторона основания ABCD  правильной пирамиды SABCD  рав­

на 2, угол между боковым ребром и основанием равен arccos На ре­
брах SA  и SD  расположены точки Е  и F  так, что А Е  =  2ES, DF  =  8SF. 
Через точки Е й  F  проведена плоскость а, параллельная АВ. Найти:

1 ) площадь фигуры, полученной при пересечении пирамиды пло­
скостью а;

2) радиус сферы с центром в точке А, касающейся плоскости а;
3) угол между плоскостью а и плоскостью ABC. (Билет 6, 1999)
5.99. Сторона основания ABCD  правильной пирамиды SABCD  

равна 2, длина бокового ребра равна VT0. На ребрах SA и SD  распо­
ложены точки Е  и F  так, что SE  =  5АЕ, DF =  2SF. Через точки Е  
и F проведена плоскость а, параллельная CD. Найти:

1 ) площадь фигуры, полученной при пересечении пирамиды плос­
костью а;

2) радиус сферы с центром в точке А, касающейся плоскости а;
3) УГОЛ м е ж д у  ПЛОСКОСТЬЮ а И ПЛОСКОСТЬЮ ABC  (Билет 7, 1999)
5.100. Сторона основания ABCD  правильной пирамиды SABCD  

равна 2 , двугранный угол между основанием и боковой гранью равен
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arccos ·|. На ребрах SA  и SD  расположены точки Е  и F  так, что
АЕ =  8ES, DF  =  2SF. Через точки Е  и F  проведена плоскость а, 
параллельная АВ. Найти:

1 ) площадь фигуры, полученной при пересечении пирамиды пло­
скостью а;

2) радиус сферы с центром в точке А, касающейся плоскости а;
3) УГОЛ между ПЛОСКОСТЬЮ а И ПЛОСКОСТЬЮ ABC. (Билет 8, 1999)
5.101. В правильной треугольной пирамиде ABCD  сторона основа­

ния ABC  равна 12, A A D B  =  2 arctg (3/4). В треугольнике ABD  про­
ведена биссектриса В А Х, а в треугольнике BCD  проведены медиана 
/iC, и высота CBV Найти:

1) объем пирамиды A XB XCXD;
2) площадь проекции треугольника А ХВХСХ на плоскость ABC.

(Билет 1, 2000)
5.102. В правильной треугольной пирамиде ABCD  сторона основа­

ния ABC  равна 6, угол между боковыми гранями равен 
arccos (1/10). В треугольнике ABD  проведена биссектриса В А Х, а в 
треугольнике BCD  проведены медиана В С 1 и высота СВХ. Найти:

1) объем пирамиды A XB XCXD\
2) площадь проекции треугольника А ХВ ХСХ на плоскость ABC.

(Билет 2, 2000)

5.103. В правильной треугольной пирамиде ABCD  сторона основа­
ния ABC  равна 3, угол между основанием и боковой гранью равен 
arccos (V 3/4). В треугольнике ABD  проведена биссектриса В А Х, а в 
треугольнике BCD  проведены медиана В С 1 и высота СВХ. Найти:

1) объем пирамиды A XB XCXD\
2) площадь проекции треугольника А ХВ ХСХ на плоскость ABC.

(Билет 3, 2000)
5.104. В правильной треугольной пирамиде ABCD  сторона основа­

ния ABC  равна 12, высота пирамиды DO — V33. В треугольнике 
ABD  проведена биссектриса В А Х, а в треугольнике BCD  проведены 
медиана В С Х и высота СВХ. Найти:

1) объем пирамиды A XB XCXD;
2) площадь проекции треугольника А ХВ ХСХ на плоскость ABC.

(Билет 4, 2000)
5.105. В правильной треугольной пирамиде ABCD  угол ADC  равен 

2 arcsin а сторона основания ABC  равна 2. Точки К, Μ, N  — сере­
дины ребер АВ, CD, АС  соответственно. Точка Е  лежит на отрезке 
К М  и ЪМЕ =  КЕ.  Через точку Е  проходит плоскость Ψ  перпендику­
лярно отрезку КМ .  В каком отношении плоскость Ψ  делит ребра пи­
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рамиды? Найти площадь сечения пирамиды плоскостью 9° и расстоя­
ние ОТ ТОЧКИ N  ДО ПЛОСКОСТИ 9°. (Билет 5, 2000)

5.106. В правильной треугольной пирамиде ABCD  угол ADB  равен
2 arcsin ·|, сторона основания ABC  равна 2. Точки К, Μ, N  — середи­
ны отрезков АВ, DK, АС  соответственно. Точка Е  лежит на отрезке 
С М  и ЪМЕ — СЕ. Через точку Е  проходит плоскость 9° перпендику­
лярно отрезку СМ. В каком отношении плоскость Ψ  делит ребра пи­
рамиды? Найти площадь сечения пирамиды плоскостью 9° и расстоя­
ние ОТ ТОЧКИ N  ДО ПЛОСКОСТИ 9°. (Билет 6, 2000)

5.107. В правильной треугольной пирамиде ABCD  длина бокового 
ребра равна 12, а угол между основанием ABC  и боковой гранью равен
arccos Точки К, Μ, N  — середины ребер АВ, CD, АС соответст­
венно. Точка Е  лежит на отрезке К М  и 2M E  =  КЕ. Через точку Е  про­
ходит плоскость 9° перпендикулярно отрезку КМ. В каком отношении 
плоскость 9° делит ребра пирамиды? Найти площадь сечения пирами­
ды ПЛОСКОСТЬЮ И расстояние ОТТОЧКИ N  ДО ПЛОСКОСТИ Ψ .  (Билет 7, 2000)

5.108. В правильной треугольной пирамиде ABCD  сторона осно­
вания ABC  равна 4, угол между плоскостью основания и боковой
гранью равен arccos -~j^. Точки К, Μ, N  — середины отрезков
АВ, DK, АС  соответственно, точка Е  лежит на отрезке С М  и 
5М Е  =  СЕ. Через точку Е  проходит плоскость 9° перпендикулярно 
отрезку СМ. В каком отношении плоскость Ψ  делит ребра пира­
миды? Найти площадь сечения пирамиды плоскостью 9° и рассто­
яние ОТ ТОЧКИ N  ДО ПЛОСКОСТИ 9й. (Билет 8, 2000)

5.109. Тело в форме тетраэдра ABCD  с одинаковыми ребрами по­
ставлено гранью ABC  на плоскость. Точка F  — середина ребра CD, 
точка S  лежит на прямой АВ, S ^  А, АВ  =  BS. В точку S  сажают 
муравья. Как должен муравей ползти в точку F, чтобы пройденный 
ИМ путь был минимальным? (Билет 1, 2001)

5.110. Тело в форме тетраэдра ABCD  с одинаковыми ребрами по­
ставлено гранью ABC  на плоскость. Точка F  — середина ребра CD, 
точка S  лежит на прямой АВ, 2АВ =  BS  и точка В  лежит между А 
и S. В точку S  сажают муравья. Как должен муравей ползти в точку 
F, чтобы Пройденный ИМ путь был МИНИМаЛЬНЫМ? (Билет 2, 2001)

5.111. Тело в форме тетраэдра ABCD  с одинаковыми ребрами по­
ставлено гранью ABC  на плоскость. Точка F  — середина ребра CD, 
точка S  лежит на прямой АВ, АВ =  2BS, точка В  лежит между А  и
S. В точку S  сажают муравья. Как должен муравей ползти в точку 
F, чтобы Пройденный ИМ путь был МИНИМаЛЬНЫМ? (Билет 3, 2001)

5.112. Тело в форме тетраэдра ABCD  с одинаковыми ребрами 
поставлено гранью ABC  на плоскость. Точка F  лежит на ребре 
CD и 2DF  =  FC, точка S  лежит на прямой АВ, АВ  =  3BS  и точка 
В лежит между А  и S. В точку S  сажают муравья. Как должен
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муравей ползти в точку F, чтобы пройденный им путь был ми­
нимальным? (Билет 4, 2001)

5.113. Сторона основания ABC  правильной пирамиды ABCD  равна
4V3, L D A B  =  arctg )|γ-. Точки А х, В х, С х — середины ребер AD, BD, 
CD соответственно. Найти:

1) угол между прямыми В А Х и А С Х;

2) расстояние между прямыми В А Х и А С Х;

3) радиус сферы, касающейся плоскости ABC  и отрезков А С Х, 
В А 1 И С В  у  (Билет 1, 2001)

5.114. Сторона основания ABC  правильной пирамиды ABCD  равна 
8л/3, высота пирамиды DO =  6. Точки Α ν  Β χ, С, — середины ребер 
AD, BD, CD соответственно. Найти:

1) угол между прямыми В А Х и А С Х;
2) расстояние между прямыми В А Х и А С Х\

3) радиус сферы, касающейся плоскости ABC  и отрезков А С Х, 

Β Α χ И С В у  (Билет 2, 2001)

5.115. Боковое ребро правильной пирамиды ABCD  с основанием 
ABC  равно 8VT0, L A D B  =  arcsin γ γ - .  Точки А х, Β ν  С х — середины
ребер AD, BD, CD соответственно. Найти:

1) угол между прямыми В А Х и А С Х;
2) расстояние между прямыми В А Х и А С Х;

3) радиус сферы, касающейся плоскости ABC  и отрезков А С Х, 
Β Α χ И С В у  (Билет 3, 2001)

5.116. Боковое ребро правильной пирамиды ABCD  с основанием 
ABC  равно 20, ADAB  — arcsin Точка А х, В х, С х — середины ре­
бер AD, BD, CD соответственно. Найти:

1) угол между прямыми В А Х и А С Х\

2) расстояние между прямыми В А Х и А С Х;
3) радиус сферы, касающейся плоскости ABC  и отрезков А С Х, 

Β Α χ И С В у  (Билет 4, 2001)

5.117. Три шара радиуса г касаются друг друга и шара радиуса 
R  внешним образом. При каком соотношении г я  R это возможно? 
Считая, что R >  г, найти радиус шара, касающегося всех четырех 
шаров внешним образом. (Билет 5, 2001)

5.118. Три шара радиуса г касаются друг друга внешним образом 
и каждый шар касается внутренним образом сферы радиуса R. При 
каком соотношении между г и R  это возможно? Найти радиус наи­
меньшего из шаров, касающихся трех шаров радиуса г внешним об­
разом, а сферы радиуса R  внутренним образом. (Билет 6, 2001)
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5.119. Три шара радиуса г касаются друг друга и шара радиуса 
R внешним образом. При каком соотношении между г и R  это воз­
можно? Считая, что R >  г, найти радиус сферы, такой, что все че­
тыре шара касаются ее внутренним образом. (Билет 7, 2001)

5.120. Три шара радиуса г касаются друг друга внешним образом и 
каждый шар касается внутренним образом сферы радиуса R. При ка­
ком соотношении между г я  R  это возможно? Найти радиус наиболь­
шего из шаров, касающихся трех шаров трех шаров радиуса г внеш­
ним образом, а сферы радиуса R  внутренним образом. (Билет 8, 2001)

5.121. Апофема правильной пирамиды SABCD  равна 2, боковое ре­
бро образует с основанием ABCD  угол, равный arctg Точки Е, F,
К  выбраны соответственно на ребрах АВ, AD и SC  так, что 
А Е  A F  S K  1 Т1 „
Е В  ~~ FD ~  КС ~  2 ' Н а и т и :

1) площадь сечения пирамиды плоскостью EFK;
2) расстояние от точки D  до плоскости EFK;
3) угол между прямой SD  и плоскостью EFK.  (Билет 9, 2001)
5.122. Сторона основания ABCD  правильной пирамиды SABCD  

равна 1, боковое ребро образует с основанием угол, равный arctg 4. 
Точки Е, F, К  выбраны соответственно на ребрах АВ, AD  и SC  так,

А Е  A F  S K  2 Т1 „
ч т 0  АВ AD  SC 3 ‘ Наити:

1) площадь сечения пирамиды плоскостью EFK;
2) расстояние от точки D  до плоскости EFK;
3) угол между прямой SD  И ПЛОСКОСТЬЮ EFK.  (Билет 10, 2001)
5.123. Высота правильной пирамиды SABCD  с основанием ABCD

равна 3, угол между соседними боковыми ребрами равен arccos у .̂
Точки Е, F, К  выбраны соответственно на ребрах АВ, AD  и SC  так, 

А Е  AF  СК  1 „  „
ЧТ0 AB =  A D = l c : = y  НЗИТИ:

1) площадь сечения пирамиды плоскостью EFK;
2) расстояние от точки D  до плоскости EFK',
3) угол между прямой SD  И  ПЛОСКОСТЬЮ EFK.  (Билет 11, 2001)
5.124. Сторона основания ABCD  правильной пирамиды SABCD  

равна 2 , боковая грань образует с основанием угол, равный arctg 2 . 
Точки Е, F, К  выбраны соответственно на ребрах АВ, AD  и SC  так, что 
А Е  AF  СК  т  „  „
Е В  FD K S  Наити.

1) площадь сечения пирамиды плоскостью EFK;
2) расстояние от точки D  до плоскости E F K ;
3) УГОЛ между прямой SD  И ПЛОСКОСТЬЮ EFK.  (Билет 12, 2001)
5.125. Сторона основания ABCD  правильной пирамиды SABCD  

равна 2. Плоскость а, параллельная прямым SC  и AD, пересекает
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пирамиду так, что в сечение можно вписать окружность, причем пе- 
32риметр сечения равен —. Найти:

1 ) в каком отношении плоскость а делит ребра пирамиды;
2) отношение объемов частей, на которые плоскость а разбивает 

пирамиду;
3 ) расстояние от центра описанной около пирамиды сферы до пло­

скости а. (Билет 1, 2002)
5.126. Сторона основания ABCD  правильной пирамиды SABCD  

равна 2. Плоскость а, параллельная прямым SB  и AD, пересекает 
пирамиду так, что в сечение можно вписать окружность, причем пе­
риметр сечения равен —. Найти:

1 ) в каком отношении плоскость а делит ребра пирамиды;
2 ) отношение объемов частей, на которые плоскость а разбивает 

пирамиду;
3) расстояние от центра описанной около пирамиды сферы до пло­

скости а. (Билет 2, 2002)
5.127. Сторона основания ABCD  правильной пирамиды SABCD  

равна 2. Плоскость а, параллельная прямым SB  и AD, пересекает пи­
рамиду так, что в сечение можно вписать окружность радиуса VT5/5. 
Найти:

1 ) в каком отношении плоскость а делит ребра пирамиды;
2) отношение объемов частей, на которые плоскость а разбивает 

пирамиду;
3) расстояние от центра описанной около пирамиды сферы до пло­

скости а. (Билет 3, 2002)
5.128. Сторона основания ABCD  правильной пирамиды SABCD  

равна 2. Плоскость а, параллельная прямым SC  и AD, пересекает пи­
рамиду так, что в сечение можно вписать окружность радиуса V35/7. 
Найти:

1 ) в каком отношении плоскость а делит ребра пирамиды;
2 ) отношение объемов частей, на которые плоскость а разбивает 

пирамиду;
3) расстояние от центра описанной около пирамиды сферы до пло­

скости а. (Билет 4, 2002)
5.129. Расстояние от центра О шара радиуса 12, описанного около 

правильной четырехугольной пирамиды, до бокового ребра равно 
4Ί ί .  Найти:

1 ) высоту пирамиды;
2) расстояние от точки О до боковой грани пирамиды;
3) радиус вписанного в пирамиду шара. (Билет 5, 2002)
5.130. Расстояние от центра О шара радиуса 6V1, описанного 

около правильной четырехугольной пирамиды, до боковой грани 
равно 3. Найти:
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1) высоту пирамиды;
2) расстояние от точки О до бокового ребра пирамиды;
3)  радиус вписанного в пирамиду шара. (Билет 6, 2002)
5.131. Расстояние от центра О шара, описанного около правиль­

ной четы рехугольной пирамиды до бокового ребра, равно 2V 2, а 
от О до боковой грани равно 6 /V 5 . Найти:

1) высоту пирамиды;
2) радиус описанного вокруг пирамиды шара;
3) радиус вписанного в пирамиду шара. (Билет 7, 2002)
5.132. Расстояние от центра О шара радиуса 9, описанного около 

правильной четы рехугольной пирамиды, до бокового ребра в V T0/3 раз 
больш е расстояния от точки О до боковой грани пирамиды. Найти:

1) высоту пирамиды;
2) расстояние от точки О до боковой грани пирамиды;
3) радлус вписанного в пирамиду шара. (Билет 8, 2002)
5.133. Сторона основания ABCD  правильной пирамиды SABCD  

равна 8, высота SO  равна 3. Точка М  — середина ребра SB, точка 
К  — середина ребра ВС. Найти:

1) объем пирамиды AMSK;
2) угол м еж ду прямыми А М  и SK;
3) расстояние м еж ду прямыми А М  и SK. (Билет 9, 2002)
5.134. Сторона основания ABCD  правильной пирамиды SABCD  

равна 4 V 2 , угол м еж ду боковым ребром пирамиды и плоскостью
основания равен arctg ~ .  Точка М  — середина ребра SD, точка К  —

середина ребра AD. Найти:
1) объем пирамиды CM S К;
2) угол м еж ду прямыми СМ  и S K ;
3) расстояние м еж ду прямыми С М  и SK. (Билет 10, 2002)
5.135. Диагональ основания ABCD  правильной пирамиды SABCD  

равна 8 V 2 , угол м еж ду боковой гранью и плоскостью основания равенз
arctg Точка М  —  середина ребра SA, точка К  — середина ребра АВ. 
Найти:

1) объем пирамиды D M S K ;
2) угол м еж ду прямыми D M  и SK;
3) расстояние м еж ду ПРЯМЫМИ D M  И SK. (Билет 11, 2002)
5.136. Диагональ основания ABCD  правильной пирамиды  

SABCD  равна 8, высота пирамиды SO  равна 1. Точка М  —  се­
редина ребра SC, точка К  — середина ребра CD. Найти:

1) объем пирамиды BMSK;
2) угол м еж ду прямыми В М  и SK;
3) расстояние м еж ду прямыми В М  и SK. (Билет 12, 2002)
5.137. Даны  пирамида ABCD  и цилиндр. Окружность нижнего 

основания цилиндра вписана в грань ABC. Окружность верхнего осно­
вания цилиндра пересекает ребра DA, DB и DC, а ее центр леж ит на
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грани ABD. Радиус цилиндра равен 3, объем пирамиды ABCD  равен 
27V2, ребро АВ  =  24. Найти двугранный угол между гранями ABC  и 
ABD  и радиус описанной около ABCD  сферы. (Билет 1, 2003)

5.138. Даны пирамида ABCD  и цилиндр. Окружность нижнего 
основания цилиндра вписана в грань ABC. Окружность верхнего осно­
вания цилиндра пересекает ребра DA, DB  и DC, а ее центр лежит на 
грани ABD. Радиус цилиндра равен 2, двугранный угол между граня­
ми ABC  и ABD  равен arctg V 2 , ребро АВ =  20. Найти объем пирамиды 
ABCD  и радиус описанной около ABCD  сферы. (Билет 2, 2003)

5.139. Даны пирамида ABCD  и цилиндр. Окружность нижнего 
основания цилиндра вписана в грань ABC. Окружность верхнего осно­
вания цилиндра пересекает ребра DA, DB  и DC, а ее центр лежит на 
грани ABD. Радиус цилиндра равен 2, объем пирамиды ABCD  равен 
28V2, ребро АВ  =  12. Найти двугранный угол между гранями ABC  и 
ABD  и радиус описанной около ABCD  сферы. (Билет 3, 2003)

5.140. Даны пирамида ABCD  и цилиндр. Окружность нижнего 
основания цилиндра вписана в грань ABC. Окружность верхнего осно­
вания цилиндра пересекает ребра DA, DB  и DC, а ее центр лежит на 
грани ABD. Радиус цилиндра равен 4, двугранный угол между граня­
ми ABC  и ABD  равен arctg (1/V6), ребро АВ  =  24. Найти объем пира­
миды ABCD  и радиус описанной около ABCD  сферы. (Билет 4, 2003)

5.141. Ребро куба ABCDAlB lClD l равно 1. Найти радиус сферы, 
касающейся:

а) ребер ВА, В В Х, ВС  и плоскости A {D C X\
б) ребер ВА, ВВ Х, ВС  И прямой D A l. (Билет 5, 2003)

5.142. Ребро куба ABCDAlB lC1D l равно 1. Найти радиус сферы, 
касающейся:

а) ребер AD, DDV DC  и плоскости А ХВСХ\
б) ребер AD, DDV DC  И прямой В С у  (Билет 6, 2003)

5.143. Ребро куба ABCD AlB lClD x равно 1. Найти радиус сферы, 
касающейся:

а) ребер АВ, А А {, AD  и плоскости 2?,CD,;
б) ребер АВ, A A V AD  И прямой CDV (Билет 7, 2003)

5.144. Ребро куба ABCDA1B1C1D l равно 1. Найти радиус сферы, 
касающейся:

а) ребер СВ, СС,, CD и плоскости 2?,AD,;
б) ребер СВ, СС,, CD И прямой AD,. (Билет 8, 2003)

5.145. Основание прямой призмы АВСАХВ ХСХ — треугольник 
ABC, в котором АВ — ВС  =  5, АС — 6. Высота призмы равна V6 . На 
сторонах АС, ВС  и А 1С1 выбраны соответственно точки D, Е  и D\

АС Л.С,
так, что DC =  ВЕ =  СЕ, Л,!), =  —γ - , и через эти точки прове­
дена плоскость П. Найти:
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1) площадь сечения призмы плоскостью П;
2) угол между плоскостью П и плоскостью ABC;
3) расстояние от точек С, и С до плоскости П. (Билет 9, 2003)
5.146. Основание прямой призмы АВСА^В^С^ — треугольник 

ABC, в котором А В =  ВС =  5, АС  =  6. Высота призмы равна ΊΈ. На 
сторонах A l C1, В {Ci и АС  выбраны соответственно точки D v  £ ,  и

л,с, дс
D так, что ClD i = —^~, B 1E i =  С1Е 1, AD — — , и через эти точки
проведена плоскость П. Найти:

1) площадь сечения призмы плоскостью П;
2) угол между плоскостью П и плоскостью ABC;
3) расстояние от точек С, и С до плоскости П. (Билет ю, 2003)
5.147. Основание прямой призмы АВСА1В 1С1 — треугольник 

ABC, в котором АВ - ВС =  5, АС  =  6. Высота призмы равна ΊΈ. На 
сторонах АС, ВС  и Л ,С, выбраны соответственно точки D, Е  w Dl

АС л.с.так, что AD =  — , А Е  =  ВЕ, С,/}, =  —3—, и через эти точки прове­
дена плоскость П. Найти:

1) площадь сечения призмы плоскостью П;
2) угол между плоскостью П и плоскостью A BC ;
3) расстояние ОТ точек Л, И А ДО ПЛОСКОСТИ П. (Билет 11, 2003)
5.148. Основание прямой призмы АВСА1В1С1 — треугольник 

ABC, в котором А В =  ВС — 5, АС =  6. Высота призмы равна V6 . На 
сторонах A lCl , Л,/i, и АС  выбраны соответственно точки Dv  Е 1 и

л.с, дс
D так, что A lD l =  A 1E l =  B 1E l , CD =  — , и через эти точки
проведена плоскость П. Найти:

1) площадь сечения призмы плоскостью П;
2) угол между плоскостью П и плоскостью ABC;
3) расстояние ОТ точек Л И Л! ДО ПЛОСКОСТИ П. (Билет 12, 2003)
5.149. В пирамиде ABCD  длина отрезка BD равна 5/2, точка Е  — 

середина АВ, a F — точка пересечения медиан грани BCD, причем 
EF  =  8. Сфера радиуса 5 касается плоскостей ABD  и BCD  в точках Е  
и F соответственно. Найти двугранный угол между гранями ABD  и 
BCD, площадь грани BCD  и объем пирамиды ABCD. (Билет 1, 2004)

5.150. В пирамиде ABCD  длина отрезка BD  равна 8/3, точка Е  — 
середина АВ, a F — точка пересечения медиан грани BCD, причем 
EF =  6. Сфера радиуса 5 касается плоскостей ABD  и BCD  в точках Е  
и F соответственно. Найти двугранный угол между гранями ABD  и 
BCD, площадь грани BCD  и объем пирамиды ABCD. (Билет 2, 2004)

5.151. В пирамиде ABCD  длина отрезка BD  равна 6, точка Е  — 
середина АВ, a F — точка пересечения медиан грани BCD,  причем 
EF  =  10. Сфера радиуса 25/4 касается плоскостей ABD  и BCD  в точ­
ках Е  и F соответственно. Найти двугранный угол между гранями
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A B D  и B C D ,  площадь грани B C D  и объем пирамиды A B C D .  (Билет 3, 
2004)

5.152. В пирамиде A B C D  длина отрезка B D  равна 4/3, точка Е  — 
середина А В ,  a F  —  точка пересечения медиан грани B C D ,  причем 
E F  =  8. Сфера радиуса 20/3 касается плоскостей A B D  и B C D  в точ­
ках Е  ά  F  соответственно. Найти двугранный угол между гранями 
A B D  и B C D ,  площадь грани B C D  и объем пирамиды A B C D .  (Билет 4,
2004)

5.153. Вписанные окружности граней S B C ,  S A C  и S A B  треугольной 
пирамиды S A B C  попарно пересекаются и имеют радиусы V 3 , V5 и vT 
соответственно. Точка К  является точкой касания окружностей со сто­
роной S A ,  причем S K  =  5. Найти длину отрезка А К ,  периметр и ради­
ус вписанной окружности треугольника A B C .  (Билет 5, 2004)

5.154. Вписанные окруж ности граней S B C ,  S A C  и S A B  треугольной  
пирамиды S A B C  попарно пересекаются и имею т радиусы V5, Vb и VT 
соответственно. Точка К  является точкой касания окруж ностей со сто­
роной 5/1, причем S K  =  3. Найти длину отрезка А К ,  периметр и ради­
ус ВПИСаННОЙ ОКруЖНОСТИ Треугольника A B C .  (Билет 6, 2004)

5.155. Вписанные окружности граней S B C ,  S A C  и S A B  треугольной 
пирамиды S A B C  попарно пересекаются и имеют радиусы \/8 , VTT и 
VT5 соответственно. Точка К  является точкой касания окружностей со 
стороной S A ,  причем S K  =  5. Найти длину отрезка А К ,  периметр и ра­
диус вписанной окружности треугольника A B C .  (Билет 7, 2004)

5.156. Вписанные окружности граней S B C ,  S A C  и S A B  треугольной 
пирамиды S A B C  попарно пересекаются и имеют радиусы Vb,  VTT и 
VT4 соответственно. Точка К  является точкой касания окружностей со 
стороной 5/1, причем S K  =  7. Найти длину отрезка А К ,  периметр и ра­
диус вписанной окружности треугольника A B C .  (Билет 8, 2004)

5.157. Задан куб A B C D A l B l C lD l с ребром длины 1. Найти:
а) площадь сечения куба плоскостью, проходящей через вершину 

В середину ребра A D  и параллельной прямой А ХС Х;

б) площадь сечения куба плоскостью, проходящей через вершину 
В х и параллельной прямой А ХС Х, у которой площадь проекции сечения 
на плоскость А ХС ХЛ  максимальна. (Билет 9, 2004)

5.158. Задан куб A B C D A l B l C 1D 1 с ребром длины 1. Найти:
а) площадь сечения куба плоскостью, проходящей через вершину 

С, середину ребра А ХВ Х и параллельной прямой B D \

б) площадь сечения куба плоскостью, проходящей через вершину 
С  и параллельной прямой B D ,  у которой площадь проекции сечения 
на плоскость B D B X максимальна. (Билет 10, 2004)

5.159. Задан куб A B C D A XB XC XD X с ребром длины 1. Найти:
а) площадь сечения куба плоскостью, проходящей через вершину 

D x, середину ребра В С  и параллельной прямой А ХС Х;
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б) площадь сечения куба плоскостью, проходящей через вершину 
Dj и параллельной прямой A^Cv y  которой площадь проекции сечения 
на плоскость А 1С1А  максимальна. (Билет 11, 2004)

5.160. Задан куб ABCDAlBl ClD l с ребром длины 1. Найти:
а) площадь сечения куба плоскостью, проходящей через вершину 

А, середину ребра C1D 1 и параллельной прямой BD;
б) площадь сечения куба плоскостью, проходящей через вершину 

Л и параллельной прямой BD, у которой площадь проекции сечения 
на ПЛОСКОСТЬ BDB1 максимальна. (Б и л е т  12, 2004)



6. ЗАДАЧИ С ПАРАМ ЕТРАМ И

6.1. При каких значениях параметра а уравнение

log5 л: +  4( 1 — a2) log25x 5 — 2 =  0

имеет два корня, расстояние между которыми больше 24/5?
(Билет 1, 1991)

6.2. Найти все значения параметра а, при которых расстояние 
между корнями уравнения

2 loga х  +  3 logax2 а +  5 =  0 
м е н ь ш е  6/25. (Билет 2, 1991)

6.3. При каких значениях параметра а уравнение

log3 х  +  (а2 — 4) log3x |  — 3 =  0

и м е е т  д в а  к о р н я ,  р а с с т о я н и е  м е ж д у  к о т о р ы м и  б о л ь ш е  8 ?  (Билет 3, 1991)
6.4. Найти все значения параметра а, при которых расстояние 

между корнями уравнения

loga х +  8 logax3 x — 3 =  0

м е н ь ш е  3 /2 . (Билет 4, 1991)
6.5. При каких значениях параметра a вершина параболы

у(х) =  x2 — (2V5cos a — 3)х — cos 4a

л е ж и т  н а  п р я м о й  у  =  Зх, п р и ч е м  п а р а б о л а  п е р е с е к а е т  о с ь  O Y  в  т о ч к е  
С о т р и ц а т е л ь н о й  о р д и н а т о й ?  (Билет 9, 1991)

6.6. Найти все значения параметра а, при которых парабола
у(х) =  х2 — 8 ctg сгх +  5 cos 2а

к а с а е т с я  п р я м о й  у  =  — 7 , п р и ч е м  а б с ц и с с а  т о ч к и  к а с а н и я  о т р и ц а ­
т е л ь н а .  (Билет 10, 1991)

6.7. При каких значениях параметра а вершина параболы
у(х) =  х2 4- (2 sin a — V3 )х 4- cos 4a

л е ж и т  н а  п р я м о й  у =  —у/ З х , п р и ч е м  п а р а б о л а  п е р е с е к а е т  о с ь  O Y  в  
Т О Ч К е  С ПОЛОЖИТеЛЬНОЙ о р д и н а т о й ?  (Билет 11, 1991)

6.8. Найти все значения параметра а, при которых парабола

у(х) =  ^ х2 — 6 tg α ·χ  — 10 cos 2a.

к а с а е т с я  п р я м о й  у — — 1 1 , п р и ч е м  а б с ц и с с а  т о ч к и  к а с а н и я  п о л о ж и ­
т е л ь н а .  (Билет 12, 1991)
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6.9. Числа х и у являются решениями системы уравнений
(ах +  у =  а +  1 ,
| х  4- 4ау =  3,

где а — параметр. Какое наибольшее значение принимает выраже­
ние х 2 — 6у2? При каком а это происходит? (Билет 5, 1992)

6.10. Числа x  νι у являются решениями системы уравнений
— х  +  ау  =  2а,

I ах — у =  За — 5,

где а — параметр. Какое наименьшее значение принимает выраже­
ние X 2 +  у2? При каком а ЭТО происходит? (Билет 6, 1992)

6.11. Числа х и у являются решениями системы уравнений
i ах +  9у =  а +  3,
х̂ 4- ау =  2,

где а — параметр. Какое наибольшее значение принимает выраже­
ние Зу2 — X2? При каком а ЭТО ПРОИСХОДИТ? (Билет 7, 1992)

6.12. Числа х и у являются решениями системы уравнений
[х 4- ау =  За,
I ах +  у =  а +  4,

где а — параметр. Какое наименьшее значение принимает выраже­
ние 2х2 4- у2? При каком а ЭТО ПРОИСХОДИТ? (Билет 8, 1992)

6.13. Числа x ί  0, у > 0 — решения системы уравнений
Юр —р2Зх2 — 8ху — Зу2 -

_  Ю —р
4р2 +  9

■ 5ху  4- 6у
4р2 +  9 ’

р — параметр.
При каких р  выражение х2 4- у2 принимает:
а) наибольшее значение;
б) наименьшее значение?
В Ы Ч И С Л И Т Ь  ЭТИ значения. (Билет 5, 1993)
6.14. Числа х ^ О ,  у > 0 — решения системы уравнений

2х2 4- 9ху — 5у2 =  - Р2Т-^ - ,  
р + 4

х2 4- бху 4- 5у2 =  П -̂ 4р,
р + 4

р — параметр.
При каких р выражение х2 4- у2 принимает:
а) наибольшее значение;
б) наименьшее значение?
В Ы Ч И С Л И Т Ь  ЭТИ Значения. (Билет 6, 1993)
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6.15. Числа х  > О, у  > О — решения системы уравнений

2х2 +  7ху  +  6у2 =  р* 5 ,
4 р  + 1

2х2 +  х у -  3у2 =  ,
4р + 1

р  — параметр.
При каких р  выражение х 2 +  у2 принимает:
а) наибольшее значение;
б) наименьшее значение?
ВЫЧИСЛИТЬ ЭТИ З н а ч е н и я .  (Билет 7, 1993)
6.16. Числа х  ^ 0, у > 0 — решения системы уравнений

х2 -  5ху +  4 у2 =  ,
р +  4

2х2 -  7х у  -  4у2 =  ,
р  + 4

р  — параметр.
При каких р  выражение х 2 +  у2 принимает:
а) наибольшее значение;
б) наименьшее значение?
ВЫЧИСЛИТЬ ЭТИ значения. (Билет 8. 1993)
6.17. При каких значениях р  каждое решение неравенства

1ο£χ+ι(3 - Ρχ ) > 0  

удовлетворяет также неравенству

х 2 +  х - 4 - > 0 12 р  2 р

(Билет 9,

6.18. При каких значениях р  каждое решение неравенства
х 2 +  (3 — 2р2)х  — 2р 2 +  2 < О 

удовлетворяет также неравенству
1оё 1- Рх О  +  2 ) < 0 ?

(Билет 10,

6.19. При каких значениях р  каждое решение неравенства
lo g ,-x (2 +  рх)  > 0

удовлетворяет также неравенству
2 , 3  —2рх  Ч— x—̂  х  — ■=- > 0 /2 р 2 р

(Билет 11,

1993)

1993)

1993)
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6.20. При каких значениях р  каждое решение неравенства
8х2 +  (12 -  2р2)х  - р 2 +  4 < 0 

удовлетворяет также неравенству
logi+p* (2х +  2) < 0 ?

(Билет 12, 1993)

6.21. Найти все значения параметра а, —π < α < π, при которых 
система уравнений

[ (4 — х2 — у2) ( у 2 -  4х +  28) =  0,
1 x  cos а +  у  sin а =  2

имеет ровно три реш ения. (Билет 5, 1994)
6.22. Найти все значения параметра а, —л  < а < π, при которых 

система уравнений
(1 — 4х2 — 4у2)(4 х 2 +  15 — 12у) =  0,

i · iу  cos а +  x sin а =  2

имеет ровно три решения. (Билет 6, 1994)
6.23. Найти все значения параметра а, — π < α < π, при которых 

система уравнений

(x2 +  y2 - 9 ) ^  +  x +  15j = 0 ,  
у  sin а — x cos а =  3

имеет РО В Н О  три реш ения. (Б и л е т  7, 1994)
6.24. Найти все значения параметра а, —л  < а <  л ,  при которых 

система уравнений
(9х2 +  9у2 -  1)(24у +  9х2 +  32) =  0,

1x sin а — у  cos а =  J

имеет ровно три реш ения. (Билет 8, 1994)
6.25. На координатной плоскости даны точки А  (0; 2) и В  (4; 3). 

При каких значениях параметра р, р <  5, ближайшая к графику функ-
4 ________

ции у =  Vx +  р  точка прямой АВ  лежит на отрезке АВ? (Б и л е т  9,1994)
6.26. На координатной плоскости даны точки А  (2; —3) и 

В  (4; 0). При каких значениях параметра р, р > —5, ближайшая 
к графику функции у =  Ул? +  р  точка прямой АВ  лежит на от­
резке АВ? (Билет 10, 1994)

6.27. На координатной плоскости даны точки А ( —4; 2) и Б(0; 3). 
При каких значениях параметра р, р  < 8, ближайшая к графику функ­
ции у =  V x  +  р  точка прямой АВ  лежит на отрезке АВ? (Билет 1 1 , 1 994)
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6.28. На координатной плоскости даны точки А (2; 0) и 
/i(4; 3). При каких значениях параметра р, р > —2, ближайшая к 
графику функции з' =  Vx3" +  р точка прямой АВ  лежит на отрез­
ке АВ'! (Билет 12, 1994)

6.29. Найти все значения параметра р, при которых сумма всех 
корней уравнения

(Х _ 1 Р) - 4 р ( р - 1 ) ^ х -  f p j  - р 3( 2 р - 3 ) = 0

меньше — 5р2 +  11р +  7. (Билет 1, 1995)
6.30. Найти все значения параметра р, при которых сумма всех 

корней уравнения

О  -  3p f  +  2р (р  -  5 ) 0  -  Ър)2 -  1р2(р2 -  9) =  0

меньше —2Р2 +  15p -f 5. (Билет 2, 1995)
6.31. Найти все значения параметра р, при которых сумма всех 

корней уравнения
( х -  12р)4 -  6р(р  — 1 ) ( х -  12р)2 -f р3(р  +  4) = 0

меньше —р 2 +  48р +  25. (Билет 3, 1995)
6.32. Найти все значения параметра р , при которых сумма всех 

корней уравнения

+ 2ρ (ρ - ί ) { χ - \ ρ  ̂ -  р2(р2 -  25) =  О

меньше —2р2 +  14Р +  9. (Билет 4, 1995)
6.33. Найти все значения а, при которых неравенство

8х2 - 2 0 х 4 - 1 6  _
— 2---------------- а
4х -  10x4-7

является верным при всех значениях х. (Билет 5, 1996)
6.34. Найти все значения а, при которых неравенство

6х2 — 2х 4- 1 ^ — -----------2= а
9х - 3 x 4 - 1

является верным при всех значениях х. (Билет 6, 1996)
6.35. Найти все значения а, при которых неравенство

8х2 —4 x 4 -3  _ — -------------- а
4х -  2х 4-1

является верным при всех значениях х. (Билет 7, 1996)
6.36. Найти все значения а, при которых неравенство

Зх2 — 4х 4-8 ^—= 5  а
9х — 12х 4- 16

является верным при всех значениях х. (Билет 8, 1996)
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6.37. Найти все значения а, при которых уравнение sin х =
=  (4а — 2 )2 имеет корни, а числа -— являются целыми.

27 а
(Билет 5, 1998)

6.38. Найти все значения а, при которых уравнение cos х  =
/ η \ 2 \ —Ьа=  (оа — 2 ) имеет корни, а числа г- являются целыми.

32 а
(Билет 6, 1998)

6.39. Найти все значения а, при которых уравнение sin х =
/ п  п \ 2  16 (1  —  2 а )=  (2а — 2 ) имеет корни, а числа  —  являются целыми.

27 а
(Билет 7, 1998)

6.40. Найти все значения а, при которых уравнение cos х —
= (За — 4)2 имеет корни, а числа 27(1 а) являются целыми.

4 а
(Билет 8, 1998)

6.41. Найти все значения а, при которых уравнение

\og4x (1 +  ах) = \

имеет единственное реш ение. (Билет 1, 2000)
6.42. Найти все значения а, при которых уравнение

log2x (1 -  ах) =  ^

имеет единственное реш ение. (Билет 2, 2000)
6.43. Найти все значения а, при которых уравнение

log9jc (1 +  ах) = ^

имеет единственное решение. (Билет з, 2000)
6.44. Найти все значения а, при которых уравнение

log*-i = \

имеет единственное реш ение. (Билет 4, 2000)
6.45. Найти все значения а, при которых уравнение Vx — 9 

=  ах +  Та — 3 имеет единственное решение. (Билет 5, 2000)
6.46. Найти все значения а, при которых уравнение Vx — 9 

= 3 — ах —  Та имеет единственное решение. (Билет 6, 2000)
6.47. Найти все значения а, при которых уравнение Vx — 8 

=  ах — За — 2 имеет единственное решение. (Билет 7, 2000)
6.48. Найти все значения а, при которых уравнение Vx — 8 

=  — ах +  За +  2 имеет единственное решение. (Билет 8, 2000)
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6.49. Найти все а , при которых уравнение
log5 (x +  V2 — а )  +  log1/5 (а — 1 — x) =  log^ 9

имеет реш ение. (Билет 9, 2001)
6.50. Найти все а, при которых уравнение

log3 (x +  V5 — а )  +  log1/3 (а — 2 — x) =  Iog9 4

имеет реш ение. (Билет 10, 2001)
6.51. Найти все а, при которых уравнение

Iog2 (x +  V3 — а )  +  log1/2 (а  +  1 — x) =  log4 9

имеет реш ение. (Билет п ,  2001)
6.52. Найти все а, при которых уравнение

log4 (x +  V4 — а)  +  log1/4 (а  +  2 — x) =  log16 9

имеет решение. (Билет 12, 2001)
6.53. Найти все значения а, при которых система

Гlog2 (3 — X +  у) +  3 =  log2 (25 — 6х +  7у),
| у  +  2 =  (х — 2а)2 +  а +  2х.

имеет ровно два реш ения. (Билет 5, 2002)
6.54. Найти все значения а, при которых система

Гlog3 (2 — х — у) +  2 =  log3 (17 — 8х — 10у),
|( х  — а )2 +  х =  у +  а +  6

имеет ровно два реш ения. (Билет 6, 2002)
6.55. Найти все значения а, при которых система

ГIog2 (5х +  7у +  2) =  log2 (x +  2у +  1) +  2,
{ (у  +  2 а )2 +  у — х +  а +  1/2

имеет ровно два реш ения. (Билет 7, 2002)
6.56. Найти все значения а, при которых система

|  log3 (7х +  4у — 11) =  log3 (2х +  у — 3) +  1,
| ( у + а )2 +  х +  у +  а =  7

имеет ровно два реш ения. (Билет 8, 2002)
6.57. Найти все значения параметра а, при которых уравнение

(α +  3 -  |х  +  2 | ) ( а  +  х2 +  4х) = 0

имеет:
1 ) ровно три корня;
2) ровно два корня. (Билет 9, 2002)
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6.58. Найти все значения параметра а, при которых уравнение
(а — 6 +  | х — 1 1) (а — х 2 +  2х ) =  О

имеет:
1 ) ровно три корня;
2) ровно два корня. (Билет Ю, 2002)
6.59. Найти все значения параметра а, при которых уравнение

(а — 2 — |х  +  3 | ) ( а  +  х2 +  6х) =  0

имеет:
1 ) ровно три корня;
2) ровно два корня. (Билет 11, 2002)
6.60. Найти все значения параметра а, при которых уравнение

0 - 3 +  |х +  2 | ) 0  — x2 — 4х) = 0

имеет:
1) ровно три корня;
3) ровно два корня. (Билет 12, 2002)
6.61. Найти все значения а, при которых система уравнений

I x | + 2 | у |  +  12у — Зх | =  12,
х2 +  у2 — а

имеет ровно два действительных реш ения. (Билет 5, 2003)
6.62. Найти все значения а, при которых система уравнений

2 1 х | +  | у| +  | Зх — 4у| =  10, 
х2 +  у2 =  а

имеет ровно два действительных реш ения. (Билет 6, 2003)
6.63. Найти все значения а, при которых система уравнений

3 1 x | +  \у\ +  |х  +  3у| = 9 ,  
х2 +  у2 =  а

имеет ровно два действительных реш ения. (Билет 7, 2003)
6.64. Найти все значения а, при которых система уравнений

2 1 х | + 3 | у |  +  | Зх +  2у| = 1 1 ,  
х2 +  у2 =  а

имеет ровно два действительны х реш ения. (Билет 8, 2003)
6.65. Найти все значения а, при которых уравнение

4ах2 +  (4 а — 3)х +  а — 14 =  0 

имеет на отрезке [0, 1] единственный корень. (Билет 9, 2003)

4  -  2771
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6.66. Найти все значения а, при которых уравнение

3 ах2 +  (6а — 5)х +  За — 2 =  О

имеет на отрезке [—3, 0] единственный корень. (Билет 10, 2003)
6.67. Найти все значения а, при которых уравнение

ах 2 +  (2а — 5)х +  а — 6 =  0

имеет на отрезке [0, 2] единственный корень. (Билет 11, 2003)
6.68. Найти все значения а, при которых уравнение

ах2 +  (4а — 7)х +  4а — 5 =  0

имеет на отрезке [—4, 0] единственный корень. (Билет 12, 2003)
6.69. Найти всё значения параметра а, при которых система не­

равенств

\ х 2 +  2х — а «S 0,
[х2 — 4х +  6а ^ 0

им еет единственное реш ение. (Билет 5, 2004)
6.70. Найти все значения параметра а, при которых система не­

равенств

\х 2 — х  +  а 0,
[х2 +  2х — 6а «S 0

им еет единственное реш ение. (Билет 6, 2004)
6.71. Найти все значения параметра а, при которых система не­

равенств
[Зх2 +  х — а =£ 0,
[Зх2 — 2х +  6а ^ 0

имеет единственное реш ение. (Билет 7, 2004)
6.72. Найти все значения параметра а, при которых система не­

равенств

[Зх2 — 6х +  2а «S О,
[х2 +  4х — 4а sg О

имеет единственное реш ение. (Билет 8, 2004)
6.73. Найти все значения параметра а, при которых уравнение

log7 (Т  — log7 а) =  2х

имеет единственное решение. (Билет 9, 2004)
6.74. Найти все значения параметра а, при которых уравнение

log5 (25х — log5 а) =  х  

имеет единственное решение. (Билет 10, 2004)
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6.75. Найти все значения параметра а , при которых уравнение
log3 (3х +  log3 а) = 2х

имеет единственное реш ение. (Билет 11, 2004)
6.76. Найти все значения параметра а, при которых уравнение

log2 (4х +  log2 а) =  х  

имеет единственное реш ение. (Билет 12, 2004)

4*



7. РАЗНЫЕ ЗАДАЧИ

7.1. Числа — sin х, 4 s i n x c t g 2 x ,  cosx являются членами ариф­
метической прогрессии с номерами к, к +  1 , к +  2 соответственно. 
Найти все значения х и к, если седьмой член этой прогрессии 
равен 1/5.  (Билет 5, 1991)

геометрической прогрессии с номерами к, к +  1 , к +  2 соответст­
венно. Найти все значения х  и к, если пятый член этой прогрессии
равен (Билет 6, 1991)

7.3. Числа 2 cos x, — sin х, (16/7) cos x-ctg 2х являются членами
арифметической прогрессии с номерами к, к +  1 , к +  2 соответствен­
но. Найти все значения х  и к, если пятнадцатый член этой прогрессии 
равен 2. (Билет 7, 1991)

7.4. Числа sin x, V — cos 2 х , 3 cos (х  — являются членами
геометрической прогрессии с номерами к, к +  1 , к +  2 соответст­
венно. Найти все значения х  и к, если четвертый член этой про-
грессии равен (Билет 8, 1991)

7.5. На координатной плоскости рассматривается фигура М, состо­
ящая из всех точек, координаты (х; у) которых удовлетворяют сис­
теме неравенств:

■ х  — 25 _1_

х 2 + у 1 — 625 26 '

Изобразить фигуру М  и найти ее площадь. (Билет 5, 1991)
7.6. На координатной плоскости рассматривается фигура М,  состо­

ящая из всех точек, координаты (х; у) которых удовлетворяют сис­
теме неравенств:

Изобразить фигуру М  и найти ее площадь. (Билет 6, 1991)
7.7. На координатной плоскости рассматривается фигура М,  состо­

ящая из всех точек, координаты (х; у) которых удовлетворяют сис­
теме неравенств:

7.2. Числа V2 cos x, Vcos 2 х , ^ cos (х +  являются членами

у2 +  25 гг 10у +  \  X2, 

х2 +  у2 +  Юх $  0.

Изобразить фигуру М  и найти ее площадь. (Билет 7, 1991)
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7.8. На координатной плоскости рассматривается фигура М, состо­
ящая из всех точек, координаты (х; у) которых удовлетворяют сис­
теме неравенств:

l / l  ( /  -  x4) 5* 2ху,
' х2 +  у2 +  4у »5 0, 

у2 — 16 $  х2 — 8х.
Изобразить фигуру М  и найти ее площадь. (Билет 8, 1991)
7.9. На координатной плоскости рассматривается фигура Ф, состо­

ящая из всех точек, координаты (я; Ь) которых таковы, что система 
уравнений

\ах +  {Ь — 4 )у =  2,
. (я — 4)х +  Ъу =  3,

Ьх — (я +  6)у  =  3.
имеет единственное решение.

Изобразить фигуру Ф и составить уравнения всех прямых, каждая 
из которых проходит через точку (0; 7) и имеет с фигурой Ф един­
ственную общую точку. (Билет 9, 1991)

7.10. На координатной плоскости рассматривается фигура Ф, состо­
ящая из всех точек, координаты (я; b) которых таковы, что система 
уравнений

ях +  4у =  2,
. Ьх +  яу =  — 1 ,

(b -(- 3)х +  (я -(- 8) у =  —3,
имеет решение.

Изобразить фигуру Ф и составить уравнения всех прямых, каждая 
из которых проходит через точку ( — 6; 4) и имеет с фигурой Ф 
единственную общую точку. (Билет ю, 1991)

7.11. На координатной плоскости рассматривается фигура Ф, состо­
ящая из всех точек, координаты (я; Ь) которых таковы, что система 
уравнений

(я +  2)х  +  by =  1 ,
. ях +  (Ь — 2 )у  =  2 ,

( b +  4)х — яу =  2,
имеет единственное решение.

Изобразить фигуру Ф и составить уравнения всех прямых, каждая 
из которых проходит через точку (10; 0) и имеет с фигурой Ф един­
ственную общую точку. (Билет 11, 1991)

7.12. На координатной плоскости рассматривается фигура Ф, состо­
ящая из всех точек, координаты (я; b) которых таковы, что система 
уравнений

ях +  by =  1 ,
. Зх +  яу =  — 1,

(я — 1 )х +  (Ь +  2)у =  —2 ,
имеет решение.
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Изобразить фигуру Ф  и составить уравнения всех прямых, каждая 
из которых проходит через точку (4; 3) и имеет с фигурой Ф  един­
ственную общую точку. (Билет 12, 1991)

7.13. Рассматриваются всевозможные параболы, симметричные от­
носительно прямой х  =  —2 и касающиеся прямой у =  1 — 8х; ветви 
парабол направлены вверх. Найти уравнение той из них, которая 
пересекает ось Оу в точке с наименьшей ординатой. (Билет 1, 1992)

7.14. Рассматриваются всевозможные параболы, касающиеся оси 
Ох и прямой у — х/2 — 3; ветви парабол направлены вниз. Найти 
уравнение той из них, для которой сумма расстояний от начала ко­
ординат до точек пересечения параболы с осями координат мини­
мальна. (Билет 2, 1992)

7.15. Рассматриваются всевозможные параболы, симметричные от­
носительно прямой х =  1 и касающиеся прямой у =  — 2х — 3; ветви 
парабол направлены вниз. Найти уравнение той из них, которая пе­
ресекает ОСЬ Оу В Т О Ч К е  С наибольшей ординатой. (Билет 3, 1992)

7.16. Рассматриваются всевозможные параболы, касающиеся оси
Ох и прямой у =  ~ х +  8; ветви парабол направлены вверх. Найти
уравнение той из них, для которой сумма расстояний от начала ко­
ординат до точек пересечения параболы с осями координат мини­
мальна. (Билет 4, 1992)

7.17. Два велосипедиста движутся по кольцевой велотрассе длины 
5 ,  1/5 часть которой проходит по стадиону, а оставшаяся часть — по 
городским улицам. Скорость первого велосипедиста на стадионе равна 
ν, а на городских улицах равна 16ν/3. Скорость второго велосипедиста 
на стадионе равна 4ν, а на городских улицах равна 16г/5. Велосипеди­
сты одновременно въезжают на стадион. Через какое время после этого 
ОДИН из НИХ впервые совершит обгон другого? (Билет 1, 1992)

7.18. Автомобили «Вольво» и «Мерседес» движутся по кольцевой 
дороге, 1 /3  часть которой проходит по городу. Скорость «Вольво» в 
городе равна ν, а за пределами города равна 3ν/2. Скорость «Мерсе­
деса» в городе равна Зг/4, а за пределами города равна 5ν/3. Авто­
мобили одновременно въезжают в город. Через какое время один из 
них впервые совершит обгон другого, если длина городского участка 
К О Л ЬЦ еВ О Й  дороги равна S? (Билет 2, 1992)

7.19. Два лы жника бегут по кольцевой лы жне длины 5, 1/6 часть 
которой проходит по стадиону, а оставшаяся часть — по лесу. Ско­
рость первого лы жника на стадионе равна ν, а в лесу равна 5υ. Ско­
рость второго лы жника на стадионе равна 8г/5, а в лесу равна 4г. 
Лыжники одновременно вбегают на стадион. Через какое время после 
ЭТОГО ОДИН ИЗ НИХ Впервые СОВерШИТ обгОН ДРУГОГО? (Билет 3, 1992)

7.20. Автомобили «Рено» и «Крайслер» движутся по кольцевой до­
роге, 1/4 часть которой проходит по городу. Скорость «Рено» в городе 
равна 2ν, а за пределами города равна 9ν/4. Скорость «Крайслера» в 
городе равна ν, а за пределами города равна 3ν. Автомобили одно­



РАЗНЫ Е ЗАДАЧИ 103

временно въезжают в город. Через какое время один из них впервые 
совершит обгон другого, если длина городского участка кольцевой до­
роги равна 5? (Билет 4, 1992)

7.21. На берегу реки шириной 8/ вниз по течению на расстоянии / 
друг от друга расположены пункты П0, П,, П100. От П0 до
П100 со скоростью 6ν и с остановками только в пунктах П0, П100
идут автобусы, которые отправляются из П0 один за другим с интерва­
лом времени ί/10ν. Турист, находящийся на противоположном берегу 
реки напротив П0, отплывает в лодке одновременно с отправлением из 
П0 очередного автобуса. Доплыв по прямой до одного из пунктов, ту­
рист добирается до П 100 на автобусе. Скорость течения реки и скорость 
лодки в стоячей воде равны у. В какой пункт должен доплыть турист, 
чтобы затратить на весь путь до П 100 наименьшее время? Найти все 
решения. (Временем стоянки автобусов пренебречь). (Билет 9, 1992)

7.22. На берегу реки шириной 9 / вниз по течению на расстоянии / 
друг от друга расположены пункты П0, ..., П40. От П40 до П0 со 
скоростью 8υ и с остановками только в пунктах П40, ..., П0 идут дили­
жансы, которые отправляются из П40 один за другим с интервалом вре­
мени //4ν. Путешественник, находящийся на противоположном берегу 
реки напротив П0, отплывает в лодке одновременно с отправлением из 
П40 очередного дилижанса. Доплыв по прямой до одного из пунктов, 
путешественник добирается до П0 в дилижансе. Скорость течения реки 
и лодки в стоячей воде у. В какой пункт должен плыть путешествен­
ник, чтобы затратить на весь путь до П0 наименьшее время? Найти все 
решения. (Временем стоянки дилижансов пренебречь). (Билет ю, 1992)

7.23. На берегу реки шириной 6 / вниз по течению на расстоянии / 
друг от друга расположены пункты П0, Пр ..., П 100. От П0 до П100 со 
скоростью 5ν и с остановками в пунктах П ,, ..., П]00 идут электрички, 
которые отправляются из П0 одна за другой с интервалом времени 
2l / \ l v .  Студент, находящийся на противоположном берегу реки на­
против П0, отплывает в лодке одновременно с отправлением из П0 оче­
редной электрички. Доплыв по прямой до одного из пунктов, студент 
добирается до П100 в электричке. Скорость течения реки и скорость 
лодки в стоячей воде равны у. В какой пункт должен плыть студент, 
чтобы затратить на весь путь до Hj 00 наименьшее время? Найти все ре­
шения. (Временем стоянки электричек пренебречь). (Билет 11, 1992)

7.24. На берегу реки шириной 11/ вниз по течению на расстоянии / 
друг от друга расположены пункты П0, Пр ..., П25. От П25до П0 со ско­
ростью 4у и с остановками только в пунктах П25, ..., П0 идут кабриоле­
ты, которые отправляются из П25 один за другим с интервалом времени 
ЦЪу. Курьер, находящийся на противоположном берегу реки напротив
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П0, отплывает в лодке одновременно с отправлением из П25 очередного 
кабриолета. Доплыв по прямой до одного из пунктов, курьер добирает­
ся до П0 в кабриолете. Скорость течения реки и скорость лодки в сто­
ячей воде равны ν. В какой пункт должен плыть курьер, чтобы затра­
тить на весь путь до П0 наименьшее время? Найти все решения. (Вре­
менем стоянки кабриолетов пренебречь). (Билет 12,1992)

7.25. На координатной плоскости изображена фигура М, состо­
ящая из точек, координаты (х; у) которых таковы, что выражение

12  +  2р(у -  х 2 +  | )  -  2~Р(х2 +  4х +  у)

неотрицательно при всех р.
Из точки А  проведены лучи ах и а2, а из точки С — лучи сх и с2, 

каждый из которых касается границы множества М. Лучи а х и сх пе­
ресекаются в точке В , а лучи а2 и с2 — в точке D, причем ABCD  — 
прямоугольник, одна из диагоналей которого параллельна оси Ох.

Изобразить на координатной плоскости фигуру М,  найти коорди­
наты центра прямоугольника ABCD  и его площадь. (Билет 1, 1993)

7.26. На координатной плоскости изображена фигура М,  состо­
ящая из точек, координаты (х; у) которых таковы, что выражение

4 +  р 2(2у  — х2 +  14) — р~2(х2 +  4х +  2 у)

неотрицательно при всех р Ф 0.
Из точки А  проведены лучи ах и а2, а из точки С — лучи сх и с2, 

каждый из которых касается границы множества М.  Лучи й ,  и с ,  пе­
ресекаются в точке В, а лучи а2 и с2 — в точке D, причем ABCD  — 
прямоугольник, одна из диагоналей которого параллельна оси Ох.

Изобразить на координатной плоскости фигуру М, найти коорди­
наты центра прямоугольника ABCD  и его площадь. (Билет 2, 1993)

7.27. На координатной плоскости изображена фигура М,  состоя­
щая из точек, координаты (х; у) которых таковы, что выражение

8 +  5~Р(2у -  х2 +  26) -  5Р(х2 +  4х +  2у) 
неотрицательно при всех р.

Из точки А  проведены лучи ах и а2, а из точки С — лучи сх и с2, 
каждый из которых касается границы множества М. Лучи а х и сх пе­
ресекаются в точке В, а лучи й 2 и с 2 — в точке D, причем ABCD  — 
прямоугольник, одна из диагоналей которого параллельна оси Ох.

Изобразить на координатной плоскости фигуру М,  найти коорди­
наты центра прямоугольника ABCD  и его площадь. (Билет 3, 1993)

7.28. На координатной плоскости изображена фигура М, состоя­
щая из точек, координаты (х; у) которых таковы, что выражение

6 +  Vp(y -  х2 +  γ )  — (x2 +  4x +  y)

неотрицательно при всех p > 0.
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Из точки А  проведены лучи а { и а2, а из точки С — лучи с1 и с2, 
каждый из которых касается границы множества М. Лучи а { и с1 пе­
ресекаются в точке В, а лучи а2 и с2 — в точке D, причем ABCD  — 
прямоугольник, одна из диагоналей которого параллельна оси Ох.

Изобразить на координатной плоскости фигуру М,  найти коорди­
наты центра прямоугольника ABCD  и его площадь. (Билет 4, 1993)

7.29. Две параллельные касательные к графику функции 
у =  х 3 — 6 пересекают оси координат: первая — в точках А  и В, 
вторая — в точках С и D. Найти площадь треугольника АОВ,  
если известно, что она в четыре раза меньше площади тре­
угольника COD. (Билет 9, 1993)

7.30. Две параллельные касательные к графику функции у =  +  2
пересекают оси координат: первая — в точках А  и В, вторая — в точках 
С и D. Найти площадь треугольника АОВ, если известно, что она в 4 
раза меньше площади треугольника COD. (Билет 10, 1993)

7.31. Две параллельные касательные к графику функции
■х 2у =  x +  j  пересекают оси координат: первая — в точках А  и В, вто­

рая — в точках С и D. Найти площадь треугольника АОВ, если извест­
но, что она в 4 раза меньше площади треугольника COD. (Билет 11,1993)

7.32. Две параллельные касательные к графику функции у =  — 3
пересекают оси координат: первая — в точках А  и В,  вторая — в точках 
С и D. Найти площадь треугольника АОВ, если известно, что она в 4 
раза меньше площади треугольника COD. (Билет 12,1993)

7.33. Корни уравнения

*3 -  (logp/8 р ) х 2 + 4 log4 р * - ϊ  =  ο

являются длинами сторон некоторого треугольника, а корни уравнения

X3 — Ί yfpx2 +  77  *  ХТ7 =  03 г  15 р + 14

— длинами высот этого же треугольника. Найти р  и площадь тре­
угольника. (Билет 1, 1994)

7.34. Корни уравнения
з 32 2 I 5 15 л

X  X Ч 7= X — —  =  0
р у р  64

являются длинами сторон некоторого треугольника, а корни урав­
нения

*3 -  4  Il°g2 Ρ\ χ2 +  (log8V2я Ρ)χ -  TTT7F =  0

— длинами высот этого же треугольника. Найти р  и площадь тре­
угольника. (Билет 2, 1994)
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7.35. Корни уравнения

*3 -  ^ ^ ζ ] χ 2 + log2 f ■^ =  0 8

являются длинами сторон некоторого треугольника, а корни урав­
нения

X3 — —  X2 Н----- 2 х — 7 , ■ =  0Ър 30р2 7р +  1

— длинами высот этого же треугольника. Найти р  и площадь тре­
угольника. (Билет 3, 1994)

7.36. Корни уравнения

х3 - ^ х 2 +  Е- х -  —  =  025 4 64

являются длинами сторон некоторого треугольника, а корни уравнения 

X3 -  I  | logvs (5р)  IX2 +  ^  logp/VI (5р)  j х -  ^  =  0

— длинами высот этого же треугольника. Найти р  и площадь тре­
угольника. (Билет 4, 1994)

7.37. При каких х числа arcsin (3“х) и arctg ( 5 -3х — 7) являются 
величинами двух уГЛ О В  ПРЯМ ОУГОЛЬНОГО треугольника? (Билет 5 ,1994)

7.38. При каких х числа arccos (4~ХЛ?2) и arcctg (2·4Χ — 3) яв­
ляются величинами двух углов прямоугольного треугольника?

(Билет 6, 1994)

7.39. При каких х числа arcsin (2·7_χ) и arctg (7х — 2) являются 
величинами двух углов прямоугольного треугольника? (Билет 7, 1994)

7.40. При каких х числа arccos (5~X/V5) и arcctg (3 ·5Χ — 2) явля­
ются величинами двух углов прямоугольного треугольника?

(Билет 8, 1994)
7.41. В прямоугольном треугольнике ABC  точка D  — середина 

гипотенузы АВ, а медианы треугольника пересекаются в точке 
Е. Треугольник ABC  расположен на координатной плоскости 
Оху  так, что точка А  лежит на оси Оу, точка D  симметрична 
точке С  относительно оси Оу, а точки С, D  и Е  лежат на графике 
функции у = ( х 2 — 5 )2. Найти уравнение прямой CD и площадь 
треугольника ABC. (Билет 1, 1995)

7.42. Медианы прямоугольного треугольника ABC (А С  =  90°) пе­
ресекаются в точке D. Треугольник ABC  расположен на координат­
ной плоскости Оху так, что точка А  лежит на оси Оу, начало коор­
динат О является серединой гипотенузы, а точки D  и С  лежат на 
графике функции у =  х(х  — 4)(х — 8). Найти уравнение прямой 
О С  И ДЛИНу гипотенузы АВ. (Билет 2, 1995)

7.43. В прямоугольном треугольнике K L M  точка Р — середина 
гипотенузы КМ ,  а медианы треугольника пересекаются в точке 
Q. Треугольник K L M  расположен на координатной плоскости
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Оху так, что точка К  лежит на оси Оу, точка Р симметрична 
точке L  относительно оси Оу, а точки Р, Q и L  лежат на графике 
функции у = ( х 2 — I ) 2. Найти уравнение прямой PL  и площадь 
треугольника KLM .  (Билет 3, 1995)

7.44. Медианы прямоугольного треугольника K L M  (А М  =  90°) 
пересекаются в точке Р. Треугольник K L M  расположен на коорди­
натной плоскости Оху  так, что точка К  лежит на оси Оу, начало 
координат О является серединой гипотенузы, а точки Р и М  лежат 
на графике функции у =  х ( х  — 3) (х — 5). Найти уравнение прямой 
ОМ  И длину гипотенузы KL. (Билет 4, 1995)

7.45. Парабола П2 симметрична параболе П ( у =  а х2, а < 0 отно­
сительно точки N(b; ab2), где b > 0. Некоторая прямая пересекает 
каждую из парабол ровно в одной точке: П ( — в точке Β χ, П2 — в 
точке В2 так, что угол Β χΒ2Ν  — прямой. Касательная к параболе 
Пр проведенная в точке В х, пересекает отрезок B 2N  в точке L. Опре­
делить, в каком отношении точка L  делит отрезок B2N. Найти зна­
чения параметров а и Ь, при которых длина отрезка B XL  минималь­
на, если площадь треугольника Β χΒ2Ν  равна |·. (Билет 5, 1995)

7.46. Парабола П2 симметрична параболе П, у =  ах2, а < 0 отно­
сительно точки K(b; ab2),  где b > 0. Некоторая прямая пересекает 
каждую из парабол ровно в одной точке: П ( — в точке Β χ, П2 — в 
точке В2 так, что угол В ХВ2К  — прямой. Касательная к параболе 
П,, проведенная в точке К, пересекает отрезок Β χΒ2 в точке L. Опре­
делить, в каком отношении точка L  делит отрезок В ХВ2. Найти зна­
чения параметров а и Ъ, при которых длина отрезка K L  минимальна, 
если площадь треугольника В ХВ2К  равна (Билег 6, 1995)

7.47. Парабола П2 симметрична параболе П, у =  ах2, а > 0 от­
носительно точки M(b;  ab2),  где b > 0. Некоторая прямая пересе­
кает каждую из парабол ровно в одной точке: П( — в точке А х, 
П2 — в точке А 2 так, что угол Α χΑ 2Μ  — прямой. Касательная к 
параболе П,, проведенная в точке А х, пересекает отрезок А 2М  в 
точке К. Определить, в каком отношении точка К  делит отрезок 
Л2М. Найти значения параметров а и Ь, при которых длина от­
резка А ХК  минимальна, если площадь треугольника А ХА2М  равна 
3 . (Билет 7, 1995)

7.48. Парабола П2 симметрична параболе ^  у =  ах2, а >  0 отно­
сительно точки T(b; аЪ2), где Ъ > 0. Некоторая прямая пересекает 
каждую из парабол ровно в одной точке: П( — в точке А х, П2 — в 
точке А2 так, что угол А ХА 2Т  — прямой. Касательная к параболе
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П,, проведенная в точке Т,  пересекает отрезок А уАг в точке К. Опре­
делить, в каком отношении точка К  делит отрезок А 1А 1. Найти зна­
чения параметров а и Ь, при которых длина отрезка Т К  минимальна, 
если площадь треугольника А {А гТ  равна j .  (Билет 8, 1995)

7.49. На координатной плоскости рассматривается фигура Ф, со­
стоящая из всех точек, координаты (х; у) которых удовлетворяют 
системе неравенств

(2у — 2ху) < 2 ,
\ | х |  < 4 - у .

Изобразить фигуру Ф и найти ее площадь. (Билет 9, 1995)
7.50. На координатной плоскости рассматривается фигура Ф, со­

стоящая из всех точек, координаты (х; у) которых удовлетворяют 
системе неравенств

IOg;c2 + y2_1 (Ху) » 1

|* + у| *£ 3.
Изобразить фигуру Ф и найти ее  площадь. (Билет 10, 1995)

7.51. На координатной плоскости рассматривается фигура Ф, со­
стоящая из всех точек, координаты (х; у) которых удовлетворяют 
системе неравенств

1 °ёу+х (2хУ +  2х) > 2- 
' 1*1 +  |у | С 2.

Изобразить фигуру Ф и найти ее площадь. (Билет 11, 1995)
7.52. На координатной плоскости рассматривается фигура Ф, со­

стоящая из всех точек, координаты (х; у) которых удовлетворяют 
системе неравенств

jlogx+3,_2 (х2 +  у2 — 4) > 2,
[ | у - х |  *=3.

Изобразить фигуру Ф и найти ее  площадь. (Билет 12, 1995)
7.53. График функции у =  / ( х ) ,  где / ( х )  =  —2х3 — 8пх2 — 

— 4а2х +  5, а < 0 и прямая I, заданная уравнением у =  4п2х +  5, име­
ют ровно две общие точки.

1) Найти а, если площадь фигуры, ограниченной графиком функ-
27ции у =  / ( х )  и прямой I, равна -у.

2) Рассматриваются прямые, каждая из которых касается графика 
функции у =  / ( х )  в точке с положительной абсциссой. Среди этих 
прямых выбрана та, которая пересекает ось Оу  в точке с наименьшей 
Ординатой. НаЙТИ ЭТу Ординату. (Билет 1, 1996)
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7.54. График функции у =  / ( х ) ,  где / ( х )  =  х3 +  2ах 2  +  ~ а2х  +  1, 
а < 0 и прямая I, заданная уравнением у =  +  1 , имеют ровно две
общие точки.

1) Найти а, если площадь фигуры, ограниченной графиком функ-
27ции у =  / ( х )  и прямой I, равна

2) Рассматриваются прямые, каждая из которых касается графика 
функции у — / ( х )  в точке с положительной абсциссой. Среди этих 
прямых выбрана та, которая пересекает ось Оу  в точке с наибольшей 
ординатой. НаЙТИ Эту Ординату. (Билет 2, 1996)

7.55. График функции у =  / ( х ) ,  где / ( х )  =  6х3 +  12 ах 2  +  
+  7а2х  — 2 , а > 0 и прямая I, заданная уравнением у =  а2х  — 2 , име­

ют ровно две общие точки.
1) Найти а, если площадь фигуры, ограниченной графиком функ­

ции у  =  / ( х )  и прямой I, равна 1/ 2.
2) Рассматриваются прямые, каждая из которых касается графика 

функции у =  / ( х )  в точке с отрицательной абсциссой. Среди этих 
прямых выбрана та, которая пересекает ось Оу в точке с наименьшей 
ординатой. НаЙТИ Эту Ординату. (Билет з, 1996)

7.56. График функции y — f ( x ) ,  где / ( х )  =  — х3 — 4ах2 — 
— 3а2х  +  2 , а > 0 и прямая I, заданная уравнением у =  а2х  +  2 , име­
ют ровно две общие точки.

1) Найти а, если площадь фигуры, ограниченной графиком функ­
ции у =  / ( х )  и прямой I, равна у .̂

2) Рассматриваются прямые, каждая из которых касается графика 
функции у =  / ( х )  в точке с отрицательной абсциссой. Среди этих 
прямых выбрана та, которая пересекает ось Оу  в точке с наибольшей 
ординатой. НаЙТИ эту ординату. (Билет 4, 1996)

7.57. Г рафику функции у =  х3 +  ах 2  +  Ъх +  с принадлежат точки 
А и В,  симметричные относительно прямой х =  2. Касательные к 
этому графику в точке А  и В параллельны между собой. Одна из 
этих касательных проходит через точку (0; —1 ), а другая — через 
точку (0; —5). Найти значения а, Ъ и с. (Билет 1, 1997)

7.58. Графику функции у =  — х3 +  ах 2  +  Ъх +  с принадлежат 
точки А и В, симметричные относительно прямой х =  —2. Касатель­
ные к этому графику в точках А  и В параллельны между собой. Одна 
из этих касательных проходит через точку (0; —2 ), а другая — через 
точку (0; —6 ). Найти значения а, Ъ и с. (Билет 2, 1997)

7.59. Графику функции у =  х3 +  ах 2  +  Ъх +  с принадлежат точки 
Л и  В, симметричные относительно прямой х =  —2. Касательные к 
этому графику в точках А  и В параллельны между собой. Одна из 
этих касательных проходит через точку (0; 1 ), а другая — через точ­
ку (0; 5). Найти значения а, Ъ и с. (Билет 3, 1997)
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7.60. Графику функции у =  — х3 +  ах2  +  Ъх +  с принадлежат 
точки А и В,  симметричные относительно прямой х  =  2. Касательные 
к этому графику в точках А и В параллельны между собой. Одна из 
этих касательных проходит через точку (0; 2), а другая — через точ­
ку (0; 6). Найти значения а, b и с. (Билет 4, 1997)

х 2 97.61. К графику функции у = -̂ — х +  -  проведена касательная,

пересекающая график функции у =  ^ — 2 | х  +  2| в точках А и В. 
Найти радиус окружности, описанной около треугольника с вершина­
ми в точках А, В и С f—2; ^  , если L C A B  =  2 arccos ^  +  LCBA.

(Билет 5, 1997)

х 2 167.62. К графику функции у =  — γ  проведена касатель-
η

ная, пересекающая график функции у =  3 |х  +  6 | —  ̂ в точках А и 
В. Найти радиус окружности, описанной около треугольника с вер­
шинами в точках А, В я  С ί—6; — j j , если LC A B  =  2 arccos +  
+  LCBA.

(Билет 6, 1997)

χ2 2 47.63. К графику функции У =  -3—  3 х ^  з проведена касательная,
з

пересекающая график функции у = 1 —- | х + 1 |  в точках А и В. 
Найти радиус окружности, описанной около треугольника с вершина-

3
ми в точках А, В я  С (—1; 1), если L C A B  =  2 arccos +  LCBA.

(Билет 7, 1997)

х2 87.64. К графику функции у =  — —̂  х — -  проведена касательная,
η

пересекающая график функции у =  3 \х  — 3 1 —  ̂ в точках А и В. 
Найти радиус окружности, описанной около треугольника с вершина­
ми в точках Л, В, и С (3; — , если L C A B  =  2 arccos +  LCBA.

(Билет 8, 1997)
7.65. Пусть М  — множество точек плоскости с координатами 

(х; у) таких, что числа х, у и 6 — 2х являются длинами сторон не­
которого треугольника. Найти площадь фигуры М.

Фигура Ф состоит из точек множества М  таких, что неравенство 
i 2  +  2 tx  +  4х — у > 0 выполняется при всех значениях параметра t. 
Найти площадь фигуры Ф. (Билет 9, 1997)

7.66. Пусть М  — множество точек плоскости с координатами 
(х; у) таких, что числа Зх, 2у и 9 — у являются длинами сторон 
некоторого треугольника. Найти площадь фигуры М.
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Фигура Ф состоит из точек множества М  таких, что неравенство 
I2  +  2ί (χ — 2) +  7 — у > 0 выполняется при всех значениях парамет­
ра t. Найти площадь фигуры Ф. (Билет 10, 1997)

7.67. Пусть М  — множество точек плоскости с координатами 
(х; у) таких, что числа 2х, у и 3 — х являются длинами сторон не­
которого треугольника. Найти площадь фигуры М.

Фигура Ф состоит из точек множества М  таких, что неравенство 
I2 — 2 tx  +  2 х — у +  3 > 0  выполняется при всех значениях параметра 
/. Найти площадь фигуры Ф. (Билет 11, 1997)

7.68. Пусть М  — множество точек плоскости с координатами 
(х; у) таких, что числа Зх, у и 18 — 2у являются длинами сторон 
некоторого треугольника. Найти площадь фигуры М.

Фигура Ф состоит из точек множества М  таких, что неравенство 
t2 +  2 ίχ +  4х +  у — 6 > 0  выполняется при всех значениях параметра 
/. Найти площадь фигуры Ф. (Билет 12, 1997)

7.69. Фигура М  на плоскости (х, у) ограничена графиками
функций у =  Зеа* и у =  7 — 2е~ах и имеет единственную общую 
точку с прямой у =  9х +  3. Найти а и площадь фигуры М.  (Билет 
1, 1998)

7.70. Фигура М  на плоскости (х, у) ограничена графиками
функций у =  9е~ах и у = 1 5  — 4еах и имеет единственную общую 
точку с прямой у — — 18х +  9. Найти а и площадь фигуры М. 
(Билет 2, 1998)

7.71. Фигура М  на плоскости (х, у) ограничена графиками
функций у =  2еах и у =  7 — Зе~ах и имеет единственную общую 
точку с прямой у =  4х +  2. Найти а и площадь фигуры М.  (Билет 
3, 1998)

7.72. Фигура М  на плоскости (х, у) ограничена графиками
функций у =  4е-а* и у = 1 2 — 5еах и имеет единственную общую 
точку с прямой у =  — 12х +  4. Найти а и площадь фигуры М.  
(Билет 4, 1998)

7.73. График функции у =  х3 +  ах2  +  Ьх +  с, с < 0 пересекает ось 
ординат в точке А и имеет ровно две общие точки М  и N  с осью 
абсцисс. Прямая, касающаяся этого графика в точке М,  проходит 
через точку А. Найти а, Ь, с если площадь треугольника Α Μ Ν  рав­
на 1. (Билет 5, 1998)

7.74. График функции у =  — х3 +  ах2 +  Ьх +  с, с <  0 пересека­
ет ось ординат в точке М  и имеет ровно две общие точки А  и 
В с осью абсцисс. Прямая, касающаяся этого графика в точке А, 
проходит через точку М.  Найти а, Ь, с если площадь треугольника 
А ВМ  равна 1. (Билет 6, 1998)

7.75. График функции у =  х3 +  ах 2  +  Ьх +  с, о  0 пересекает ось 
ординат в точке А и имеет ровно две общие точки М  и N  с осью 
абсцисс. Прямая, касающаяся этого графика в точке М, проходит
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через точку А. Н айти а, Ь, с если площадь треугольника Α Μ Ν  рав­
на 1. (Билет 7, 1998)

7 .7 6 . График ф ункции у =  — х3 +  ах2 +  Ъх +  с, с >  О пересекает  
ось ординат в точке D  и им еет ровно две общ ие точки А  и В  с осью  
абсцисс. П рямая, касающ аяся этого графика в точке В , проходит  
через точку D. Найти а, Ь, с, если площадь треугольника ABD  рав­
на 1. (Билет 8, 1998)

7.77. Дана система неравенств

1*1 +  Ы  < 2 ,
x 2  +  у2 2= 4(х +  у — 1),
( у -  3 х - 2 ) ( 3 у -  х  +  2 ) *s0.

Найти площадь фигуры, координаты точек которой удовлетворяют:
а) первому неравенству системы;
б) первым двум неравенствам системы;
в) всем трем неравенствам системы. (Билет 5, 1999)
7.78. Дана система неравенств

1*1 + Ы  < 3 ,  
х 2  +  у2 > 3(2у — 2х — 3),
(2х +  у - 3 ) ( х  +  5у +  3) « 0 .

Найти площадь фигуры, координаты точек которой удовлетворяют:
а) первому неравенству системы;
б) первым двум неравенствам системы;
в) всем трем неравенствам системы. (Билет 6, 1999)
7.79. Дана система неравенств

1*1 + \у\ <4,
х 2  +  у2 > —8(х +  у +  2 ),
(7у — х — 4) (3у — 5х +  12) 0.

Найти площадь фигуры, координаты точек которой удовлетворяют:
а) первому неравенству системы;
б) первым двум неравенствам системы;
в) всем трем неравенствам системы. (Билет 7, 1999)
7.80. Дана система неравенств:

1*1 + \у\ <5,
х 2  +  у2  > 5(2х  — 2у — 5),
(7х +  Зу +  15)(х +  4у -  5) *= 0.

Найти площадь фигуры, координаты точек которой удовлетворяют:
а) первому неравенству системы;
б) первым двум неравенствам системы;
в) всем трем неравенствам системы. (Билет 8, 1999)
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7.81. Дано число а =  22002 +  З2002. Найти последнюю цифру числа 
а и остаток от деления а на 11. (Билет 1, 2002)

7.82. Дано число а =  З2002 +  72002. Найти последнюю цифру числа 
а и остаток от деления числа а на 11. (Билет 2, 2002)

7.83. Дано число а =  22002 +  132002. Найти последнюю цифру чис­
ла а и остаток от деления числа а на 11. (Билет 3, 2002)

7.84. Дано число а =  22002 +  72002. Найти последнюю цифру числа 
а и остаток от деления числа а на 11. (Билет 4, 2002)

7.85. Дана система неравенств
x2 +  у2 si 4 1 х | ,

• \ Х\  +  \ у \ * 2 ,
х 2 — у2  +  16 — 8х == 0.

Найти площадь фигуры, координаты точек которой удовлетворя­
ют:

а) первому неравенству системы;
б) первым двум неравенствам системы;
в) всем  т р ем  н ер ав ен ств ам  систем ы . (Билет 1, 2003)
7.86. Дана система неравенств

x2 +  у2 4 1 у | ,
• И  +  \У\ >2 ,

у2 — X2  +  16 — 8х ^ 0.

Найти площадь фигуры, координаты точек которой удовлетворя­
ют:

а) первому неравенству системы;
б) первым двум неравенствам системы;
в) всем трем неравенствам системы. (Билет 2, 2003)
7.87. Дана система неравенств

х 2 +  у2 =£ 4 1 х | ,
• \Х\  +  Ы  SS 2,

X2 -  у2 +  16 +  8x ^ 0.

Найти площадь фигуры, координаты точек которой удовлетворя­
ют:

а) первому неравенству системы;
б) первым двум неравенствам системы;
в) всем трем неравенствам системы. (Билет з, 2003)
7.88. Дана система неравенств

x2 +  y2 *s4| y | ,
■ 1*1 +  I У I 2* 2 , 

х2 - у 2 +  1 6 +  8x ^ 0.
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Найти площадь фигуры, координаты точек которой удовлетворя­
ют:

а) первому неравенству системы;
б) первым двум неравенствам системы;
в) всем  т р ем  н ерав ен ств ам  систем ы . (Билет 4, 2003)



ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ

1.1. ^2; — 3; — j , 4; —
Р е ш е н и е .  Складывая первое уравнение системы с третьим, пере­

пишем систему в виде
6x2 +  Зх =  2z — 2,

. ху  +  zy =  2z — 2х +  2 ,
2У +  У =  2z +  1.

Выразив из первого уравнения х через ζ, а из третьего — у через ζ, 
подставим эти выражения во второе уравнение:

2 ζ - 2  ( ! )

1. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ, СИСТЕМЫ И
НЕРАВЕНСТВА

6ζ +  3 ’ 
2ζ +  1

X

ζ +  1 ’
10ζ2 +  23ζ +  2 =  0.

(2) 
(3)

Исходная система равносильна системе (1) —(3). Уравнение (3) 
имеет корни z l =  — у ,  z2 =  — у . Подставляя найденные значения ζ 
в уравнения ( 1 ), (2), находим два решения исходной системы.

1.2. (о; — 1; ; ( - 2 ;  3; - 5 ) .

1.3.

1.4.

_I. _!■ 2 ■
2’ ’ 3 I ’ r; 3; 2 .

3 ; I ) .

1.5. ( —2; 0); ( - 3 ;  3); ( - 4 ;  2).
У к а з а н и е .  Решить каждое из уравнений системы как квад­

ратное относительно х или у. Тогда исходная система преобразу­
ется к виду

[(х +  2у +  2 )(х  — у +  6) =  0,
(х +  2 у - 3 ) ( х  +  у +  2 ) =  0.

и равносильна совокупности четырех систем линейных уравнений.
1.6. ( 0 , 5 ; - 3 ) ,  ( 2 ; - 4 ) ,  ( | ;  - δ ) .

1.7. (3; - 3 ) ,  (2; - 4 ) ,  (0; - 2 ) .
1.8. (—3; 0,5),  ( - 4 ;  2),  ( - 5 ;  1,5).
1.9. x —2, 3 s£ x < 5, x > 7.
1.10. x ^ —4, 1 ^ x < 3, x > 5.
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Р е ш е н и е .  Исходное неравенство равносильно неравенству

а) При х > 3 обе части первого неравенства системы (2) положи­
тельны, а система (2) равносильна каждой из систем

откуда следует, что х > 5.
б) Системе (3) удовлетворяют значения x sg — 4, так как при 

x =s —4 левая часть первого неравенства системы (3) определена и 
неотрицательна, а правая отрицательна; значения х $  —4 удовлетво­
ряют и второму неравенству системы (3).

Значения х из отрезка [1,2]  удовлетворяют системе (3),  а при 
х > 2 система (3) равносильна каждой из систем

откуда следует, что 2 < х < 3.
З а м е ч а н и е .  Системы (2) и (3) можно решить, построив графи-

1.14. х =  9.
Р е ш е н и е .  Полагая x — 2Vx =  ί, получаем уравнение 

\t +  2 \ +  \ t — 1 1 = 7 ,  откуда =  —4, t2  =  3.

.ν 4 —2x +  V *2 +  3x —4 Λ 
----------731---------- < 0, ( 1 )

а неравенство ( 1 ) равносильно 
совокупности следующих двух 
систем неравенств:

(2)

X ]|х2 +  Зх — 4 > 2х — 4 
х < 3. (3)

К задаче 1.10.

Множество допустимых значе­
ний х для систем ( 2) и (3) опреде­
ляется условием х2 +  Зх — 4 3= 0, 
откуда x sg —4, x > 1 .

ки функций у =  2х — 4 и у =  Vx2 +  Зх — 4 (см. рис.).
1.11 . х — 1 , |  ^ x < х > .̂
1.12. х —4, 6 sS х < 10, х > 14.
1.13. х, =  4, χ 2 =  — +2̂ .
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Если t =  —4, то х — Ъ1х + 4  =  0. Это уравнение не имеет дейст­
вительных корней.

Если t =  3, то x — 2Vx — 3 =  0, откуда х  =  9.
п  I 7 + / 3 3= 0 , х 2  =  =— ,1.15. *з =  '·

1.16. х =  16.
_ 15-V 290  ^  „1.17. х  < ----- ;----- , X 35 4.4

. .О - 3 4 -3 0 ^ 21.18. х  < ----- 2̂----- > χ  ^  3 .

1.19. x  =£ —4, х >

1 .20. х =£ —3, х > 
Р е ш е н и е .

^ 2 9 0 - 1 5
4

3 0 V 2 - 3 4
23

Так как уравнение Зх2 +  8х — 3 =  0 имеет корни x t =  —3, х2 =
то область Е  допустимых значений неравенства 
тервалов Е х =  (—<», —3),  Е 2 =  +<»'|

Решить данное неравенство — 
это значит найти все значения 
x Е Е,  при которых график функ­
ции у =  V3x2 +  8х — 3 лежит вы-

1 + 2 х , чше прямой у =  —-— (см. рис.).
Значения x G Е х является реше­
нием неравенства, так как 
V3x2 +  8х — 3 5* 0 при x sg —3, а

совокупность ин-

1 + 2 х < 0  при х ^ —3.

Пусть х > тогда V3x2 +  8х — 3 > 0, 1 +—  > 0 и исходное неравен­

ство равносильно каждому из неравенств Зх2 +  8х — 3 > ,

23х2 +  68х — 28 > 0. Уравнение 23х2 +  68х — 28 =  0 имеет корни х, и
3 0 ^ 2 - 3 4  _ 134 +  30VT „ х2, где х, = --------23----- < 0, х2 , х 2 > 3 .23 '  - 2  — 23

Поэтому решениями исходного неравенства на множестве Е г яв­
ляются все точки интервала (х2, +°°) .

1.21. (4; 27),  (2; - 1 7 ) ,  (22; 423), ( - 16 ;  307).
1.22. (3; 29),  (1; - 1 7 ) ,  (13; 397),  ( - 15 ;  191).
1.23. ( - 2 ;  30), ( - 4 ;  4),  (20; 316),  ( -2 6 ;  774).
1.24. ( - 1 ;  31),  ( - 3 ;  3),  (21; 339),  (-2 5 ;  751)
Р е ш е н и е .
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Выразим у через х, получим:
х 3 — Зх2 — 8х +  27

У = ------- х"+2------- ·

Выделим целую часть, преобразовав дробь:
х3 + 2х 2 - 5 ( х 2 + 2х ) + 2(х  + 2 ) + 2 3  2 г , т  , 23

У = ------------------------7 + 2 ------------------------ =  *  - 5 х  +  2 + 7 Т 2 ·

Целые значения у примет при целых х  тогда и только тогда, когда 
23+ 2 примет целые значения, т. е. в следующих случаях: х  +  2 =  1 , 

х +  2 =  — 1, х +  2 =  23, х +  2 =  —23. Отсюда находим Xj =  — 1, 
х2 =  —3, х3 =  21, х4 =  —25, а затем соответствующие значения у.

1.25. (3; - 2 ) .
Р е ш е н и е .  Сложив уравнения системы, получим 

( х - 3 ) 2 + ( у  +  2)2 =  0,

откуда
х =  3, у — —2 .

Пара чисел х =  3, у =  —2, как показывает проверка, образует реше­
ние системы.

1.26. ( 1 ; - 6).
1.27. (2; - 3 ) .
1.28. х =  - 5 ,  у =  1.
1.29. х =  20, у =  8.
Р е ш е н и е .  Умножая первое неравенство на 3 и складывая с 

третьим, получаем 7у < 61, откуда у < 8 у. Умножая второе неравен­
ство на —3 и складывая с третьим, получаем —5у < —32, откуда 
у > 6 j .  Итак, 6 < у < 9. Исходной системе удовлетворяет только зна­
чение у =  8 и тогда х =  20.

1.30. х =  6, у =  16.
1.31. х =  7, у =  19.
1.32. х =  7, у =  21.
1.33. 0s £xs £y ,  х =  -у,  4 < x 5.
Р е ш е н и е .  ОДЗ неравенства определяется условиями 

Зх3 — 22х2 +  40 =  Зх х̂ — y j  (х — 4) 3= 0, х =А 4,

откуда
0 $ χ ί  у ,  х > 4.
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Обозначим / ( х )  =  3 |х  — y j  (х — 4).
а) Пусть х > 4, тогда / ( х )  > 0. В этом случае исходное неравенст­

во равносильно каждому из следующих неравенств
Vx / ( х )  5= / ( x ) ,  Vx S* V /(x ) ,  х > / ( х ) ,

Зх2 -  23х +  40 =  3 (x -  (х -  5) *£ 0,

откуда, учитывая условие х > 4, получаем 4 < х ^ 5.
б) Пусть 0 ^ х ^ у ,  тогда х — 4 < 0, / ( х )  > 0 и исходное неравен-

10ство равносильно неравенству Vx / ( х ) $  / (х).  Значение х =  у  явля­

ется решением этого неравенства, а если 0 ^ х < у ,  то / (х) > 0 и 
неравенство примет вид

Зх2 -  23х +  40 =  3 Jx -  (x -  5) > 0,

10 8 откуда, с учетом условия 0 ^ х < у ,  получаем 0 ^ х « * у .

1.34. 0 =5 x 4, x =  5, 6 <  х ΐ  γ .

1.35. 0 ξ  χ ζ  y ,  χ =  4, 5 < χ ί  6.

1.36. 0 ξ  χ ί  π, χ =  6, у  < χ ^ 9.
1.37. (4; 2), ( - 4 ;  - 2 ) .
Р е ш е н и е :  Запишем систему в виде

у  =  16 +  2ху, ( 1 )

^  =  50 -  бху. (2)

Перемножив почленно уравнения этой системы, получим уравне­
ние

13(ху)2 — 4ху — 800 =  0, (3)

которое вместе с одним из уравнений системы ( 1 ), (2) образует си­
стему, равносильную системе ( 1 ), (2).

Из уравнения (3) находим
2 ± V 4  + 10400 2 ± 1 0 2  о 100ху = ------- --------- =  -13 , Т . е. ху =  8 или ху =  у .

Если ху =  8 , то из уравнения (1) следует, что х4 =  28, откуда
х, =  4, х 2 =  —4 и тогда у! =  2, у2  — —2.
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Если х у  = -----j - ,  т о г  =  — Это уравнение не имеет действи­
тельных корней.

1.38. (4; 2 ), ( - 4 ;  - 2 ) .
1.39. (2; 4 ), ( - 2 ;  - 4 ) .
1 А Л  , Ί  л \  ( 256 2048 \1.40. (2; 4), .375’ 3825J '

1.41. - 2  s= х < 2 -  V 2, |  < x 3.
Р е ш е н и е .  Так как неравенство | f ( x )  \ > \ g(x) | равносильно каж­

дому из неравенств / 2(х) > g2(x), (f ( x ) +  # ( х ) ) ( / ( х )  — g (x )) > 0, то 
исходное неравенство равносильно системе неравенств

-  x 2 +  х +  9 3= 0,
■ (2х2 — 8х +  4) ( — 6х +  8) > 0.

Квадратный трехчлен — x 2  +  х  +  6  имеет корни —2 и 3, корнями
квадратного трехчлена х 2  — 4х +  2 являются числа х, =  2 — V2 и
х2 =  2 +  V2 , а система ( 1 ) равносильна системе

(х +  2 )(х  — 3) sS 0, (2)
( х - х , ) ^ х - | | ( х - х 2) < 0, (3)

4
где — 2 < х, < 2 < 3 < х2 (см. рис.).

/////////////////////̂  L д _  Множество Е 1 решений неравенства
(2) — отрезок —2 $  х $  3. Множествоо .γ! 4/3 3 х2 х

К задаче 1.41. „  _Е 2  решении неравенства (3),  опреде­
ляемое методом интервалов, является объединением интервалов 
х < х, и ^ < х < х2, а множество решений системы (2 ), (3) — пере­
сечение множеств Е 1 и Е г (см. рис.).

1.42. 1 х < 2, 2 +  V3 < x 6.
1.43. —5 ΐ χ <  —2 — л/2, — I  < x ί  —1.
1.44. - 3  ί= χ < - 2 ,  - 2  +  VJ <x=s  1.
1.45. x < —2, x =  — 1, x > 3.
Р е ш е н и е .  Область Е  допустимых значений неравенства опреде­

ляется условиями х2 — х — 2 = ( х  — 2 ) ( х + 1 ) ^ 0 и Vx2 — х — 2 =*= 2 ,
умшмтмттт» т. е. Е  — объединение промежутков

~ 2  2 3  ·γ х < —2 , — 2 < x «S — 1 , 2 j S x < 3 ,  x > 3.
к задаче 1.45. Следовательно, Е  —  внешность ин­

тервала ( — 1 , 2 ) с выброшенными точками —2 и 3 (см. рис.).
Рассмотрим два возможных случая: 2 — Vx2 — х — 2 < 0  и

2 -  Vx2 -  х -  2 > 0.
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а) Пусть 2 — Vx2 — х  — 2 < 0, т. е.

2 <  Vx2 — х — 2. (D

На множестве Е  неравенство (1) равносильно каждому из нера­
венств 4 < х2 — х — 2, (х +  2) (х — 3) > 0. Поэтому числа из проме­
жутков х < —2 и х > 3 — решения исходного неравенства, так как 
левая часть исходного неравенства отрицательна при условии ( 1 ), а 
правая положительна при всех х.

б) Пусть

Множество Е х решений неравенства (2) — это множество реше­
ний системы

Следовательно, Е х — объединение промежутков (—2, 1] и [2, 3). На 
множестве Е х исходное неравенство равносильно каждому из нера­
венств 2 — Vx2 — х — 2 з= Vx2 +  3 ,

На множестве Е х левая часть (3) отрицательна при х ^ - 1  и равна 
нулю при х =  — 1. Правая часть (3) положительна при x  G Е х, 
х ^ - 1  и равна нулю при х =  — 1. Следовательно, х =  — 1 — единст­
венное решение исходного неравенства при выполнении условия (2).

1.46. х < — 1, х =  0, х > 4 .
1.47. х < —4, х =  —2, х > 6.
1.48. х < —4, х =  —3, х > 1.
1.49. х, =  —6, х2 =  4.
Р е ш е н и е .  Пусть t — Vx2 +  2х — 8 , тогда 2х2 +  4х — 23 =  2 i2  — 7, 

и уравнение можно записать в виде

Возводя обе части полученного уравнения в квадрат, имеем

откуда ί} =  —2, t2  — 4.
Так как t 3  0 , то Vx2 +  2х — 8 = 4 ,  х2 +  2х — 24 =  0 , х, =  —6, 

х2 =  4. Числа х, и х 2 являются корнями исходного уравнения.
1.50. х, =  6, х2 =  —2.
1.51. X! =  —3, х 2 =  9.

2 >  Vx2 — х — 2. (2)

2 -  Vx2 +  3 3= Vx2 — x — 2. (3)

V2ί2 -  7 =  ί +  1 .

2t2  — 7 =  z2 +  2z +  1, или t2  — 2i — 8 =  0,
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1.52. х 1 =  —6, х 2  =  10.

1.53. 1 +  ^   ̂ 1 -  .
Р е ш е н и е .  Складывая первое неравенство со вторым, умножен­

ным на 3, находим х 2  — бху +  9у2 +  6(х — Зу) +  9 ί  0, или
| (х — Зу) +  З]2 ^ 0, откуда х  — Зу +  3 =  0. Подставляя х  =  Зу — 3 в
исходную систему, получаем систему неравенств

Г9у2 -  18у +  9 +  9у2 -  18у ί  0,
| 6у — 6 +  3 — 2(3у — 3)у ί  0,

которую можно записать в виде
[ 2у2 — 4у +  1 ί  0,
|2 у 2 - 4 у +  1 г  0,

откуда следует, что 2у2 — 4у +  1 =  0. Решив систему уравнений
ίχ  =  Зу — 3,
[2у2 - 4 у + 1 = 0 ,

найдем два ее решения, которые являются решениями исходной си­
стемы неравенств.

1.55.

1.56. ( - 1  + V 2 ;  - 3 V 2 ) ;  ( - 1  - V 2 ;  3^2).
1.57. x ί  - 3 ,  - 2  ί  x <

О

Р е ш е н и е .  Область допустимых значений неравенства опреде­
ляется условием х2 +  5х +  6 5  0, откуда

χ ί  —3, х 5  —2 . ( 1 )

На множестве (1) исходное неравенство равносильно каждому из 
неравенств

х 2 +  5х +  6 < 1 +  2Vx2 +  x +  1 +  x2 +  x +  1 ,

2(х +  1) < Vx2 +  x +  l .  (2)

Если χ ί  — 1 и выполняются условия (1),  то неравенство (2) явля­
ется верным, и поэтому значения х из промежутков χ ί  —3 и
—2 ί  χ ί  — 1 — решения исходного неравенства.

Если левая часть (2) положительна и выполняются условия (1),  
т. е. х >  — 1 , то неравенство (2 ) равносильно каждому из неравенств 
4(х2 +  2 х + 1 ) < х 2 +  х + 1 ,

Зх2 +  7х +  3 < 0. (3)
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2 _  7 —-/Тз"
Так как уравнение Зх  +  7х +  3 =  0 имеет корни х { =  g ,

х 2 =  — 1  ’ где Χι < - 1 > х г > ~  1 ’ т0 решения неравенства (3),
удовлетворяющие условию х  > — 1 , образуют интервал — 1 < х < х 2.

1.58. x s= - 3 ,  - 1  *£ х <

1.59. -— < χ ζ 2 ,  x 3» 3.

1.60. -— ~ ~  < χ ί  1, χ  5  3.

1.61. (0; 0; 0), ( f ; - 5 ;  - f j ,  ( 7 ; - 7 ; - 7 ) .

Р е ш е н и е .  Вычитая из второго уравнения, умноженного на два, 
первое и третье, получаем

У(2 — х — 2у) =  0. (1)
Уравнение (1) вместе с первыми двумя уравнениями данной сис­

темы образуют систему, равносильную данной. Из (1) следует, что
либо у =  0, либо

z =  х +  2 у. (2 )

Если у =  0, то х =  0, z =  0 и (0; 0; 0) — решение исходной 
системы.

Если справедливо равенство (2),  то из первых двух уравнений 
исходной системы получаем

[9х +  2у +  ху  =  0, (3)
4х -  Зу -  у2 =  0. (4)

Вычитая из уравнения (3), умноженного на 4, уравнение (4),  ум­
ноженное на 9, находим

35у +  4ху +  9у2 =  у(4х +  9у +  35) — 0, откуда
4 х =  - 9 у -  35. (5)

Из (4) и (5) следует, что у2  +  12у  +  35 =  0, откуда 

У\ =  - 5 ’ Уъ =  7*
Если у  — —5,  то из (5) и (2) находим

_  5 _  _  J5
X — 2 > 2 — 2 ’

а если у =  —7, то х =  7, z  =  —7.

1.62. (0; 0 0 ) ,  ( - § ;  - | ; - l ) ,  ( - f ;  ~ λ2

1.63. (0; 0; 0), (4; 1 2 ;-4 ) ,  (1; 6 ; - 4 ) .
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1.64. (0; 0; 0 ), (i; i ;  i )  .
1.65. x  — —4, у =  20.
Р е ш е н и е .  Пусть и — у/ х + у,  v =  у/х + 2у,  тогда х  +  у =  и2, 

x  +  2у =  v2, откуда л: =  2ы2 — υ2, y =  v2 — и2. Поэтому исходная си­
стема примет вид

\и +  v =  10,
[и +  Ъи2  — v 2  =  16,

откуда 2и2 +  21и — 116 =  0, и1=  — 29/2, и2  =  4. Так как и ^ 0, то 
и =  4, т. е. Vx +  у =  4, v =  Vx +  2у =  6, откуда х +  у = 1 6 ,  
х +  2у =  36, х =  — 4, у =  20.

1.66. х =  1/2, у =  3/2.
1.67. х =  13, у =  —3.
1.68. х =  1/7, у =  -5 8 /7 .
1.69. х =  4, у =  —2.
Р е ш е н и е .  Так как ху ^  0, то систему можно записать в виде

i у2(х 2 +  у3) =  х (х2 +  у3),
|х 2 +  у3 =  — 4 у.

Е с л и  х 2 +  у3 =  0, то из второго уравнения следует, что у =  0. Если 
у2 =  х, то из второго уравнения системы следует, что 
У3 +  у2 +  4 =  0 или (у +  2) (у2 — у +  2) =  0, откуда у =  —2 (уравне­
ние у2 — у +  2 =  0 не имеет действительных корней). Итак, у =  —2, 
х =  у2 =  4.

1.70. х =  4, у =  —2.
1.71. х =  - 2 ,  у =  1/4.
1.72. х - —2, у =  1/4.
1.73. —18 х < — 3, 0 < х < 2, х > 9.
Р е ш е н и е .  Так как х2 +  9х — 162 =  (х +  18)(х — 9), то ОДЗ не­

равенства — совокупность двух промежутков —18 «S х < 2, х э» 9.
а) Если —18 ^ х < — 9 или х > 9, то левая часть исходного нера­

венства неотрицательна, а правая отрицательна. Поэтому указанные 
значения х являются решениями исходного неравенства. Число 
х  =  —9 также является решением этого неравенства, а число х =  9 
не есть решение неравенства.

б) Пусть —9 < х < 0, тогда исходное неравенство равносильно каж-

дому из неравенств х ~*χ̂ _2162 > (х +  9 )2, х2 +  9х — 162 >
> (х2 +  18х +  81)(х — 2), х3 +  15х2 +  36х > 0, х (х  +  12)(х +  3) > 0, 

откуда, с учетом условия —9 < х < 0, находим —9 < х < —3.
в) Пусть 0 ^ х < 2, тогда исходное неравенство равносильно каж-

J (χ  +  18Н9 -  х) ^  ч J x  +  18 ^  /я -------дому из неравенств ^ ------ > ( 9  —х),  у 2_ ~  > V9 — х,
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> 9 — х, х2 — 12х < 0, откуда с учетом условия О х  < 2 , полу­
чаем 0 < х  < 2 .

1.74. х  < —10, —5/2 < х  < 0, 5/2 < x  25.
1.75. —45 s£ x  < —5, 0 < x  < 3, x  > 15.
1.76. х  < —9, —3/2 < х  < 0, 9/2 < x  27/2.

1.77. (1; —2; 2), з -^ :(5 ; 2; 6).
V13

Р е ш е н и е .  Складывая уравнения попарно, получим систему
x3 =  xyz  +  5,

■ у3 =  xyz  — 4, 
z3 =  xyz  +  12 ,

равносильную исходной системе. Перемножим уравнения этой систе­
мы и обозначим t =  xyz,  тогда t3 — (t +  5)( t  — 4)(ί  +  12) =  
=  t3 +  13ί2 — St — 240, или 13/2 — 8/ — 240 =  0, откуда t 1 =  —4,

I2 13'
Если t -  —4, то х 3 — 1, у3 =  —8, z3 =  8, откуда х, =  1, у, =  —2, 

z : =  2.
3̂ _  125 „з_ _ 8 _  ,3 — .216Если ί =  60/13, то х3 =  — , у3 ^ ^ ,  z3 = - j y ,  откуда х 2 =  у^= ,

—  2  —  6 
Уг У гГ Z2 VT3'

1.78. ( - П ;  -V 3 ; - 2 ) ,  ( - f § ;  - f f  ; - | f ) .

1.79. ( - 2 ^ 4 ; - 3 ;  2 ^ 2 ) ,  ( - 2f f ;  - f [ ;  .

1.81. [ f r f j ,  ( 12 ; - 2 ).

Р е ш е н и е .  Область определения уравнения — множество точек, 
таких, что

х ^ 2у, у О, x +  Vx — 2у > 0 . (1)

Первое уравнение системы преобразуем так:

2у +  6у2 =  х — у Vx — 2у, (Vx — 2 у )2 — у Vx — 2у — 6у2 =  О,

(Vx — 2у — 3 y)(Vx — 2у +  2у) =  0.
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1) Если Vx — 2у  — Зу =  О, то

Vх — 2у =  Зу, yS* 0. (2)

Из (2) и второго уравнения системы получаем Vx  +  3у =  
== (х +  Зу) — 2 или (Vx  +  Зу — 2)(Vx +  Зу +  1) =  0, откуда 

Vx +  Зу =  2, так как Vx  +  Зу +  1 > 0. Тогда х  +  3у =  А, х =  
=  —Зу +  4. Отсюда и из (2) находим ν'4 — 5у =  Зу, 9у2 +  5у — 
— 4 =  0, у, =  — 1, у2 =  Так как у^О,  то у, отбрасываем, а если

у =  4/9, то х =  | .

Пара чисел ^  удовлетворяет условиям (1).

2) Если Ух — 2у =  —2у, т о у ^ О и х  — 2у =  4у2, а из второго урав­
нения находим Vx — 2у =  х  +  Зу — 2. Поэтому х +  Зу — 2 =  —2у,
х =  2 — 5у, 2 — 7у =  4у2, yj =  ^ (не годится), у2 =  —2, х2 =  12.

Пара чисел (12, —2) — решение исходной системы.

1.82. (6 . 30) .

1.83. ( 42 , 6 ) ,

I с  а  ( 2 . 1(Л  (  S + V 2 2 T . 33 +  ν '2 ΐΓ \
8  ^ 9 ’ 9 J  ’ у 49 ’ 7 J '

1.85. - 4  -  V6 < х < - | ,  - 3  < х < ~ 8 ^ ^ , 5 =£ х < 7.
Р е ш е н и е .  Область определения неравенства — множество Е  то­

чек х, удовлетворяющих условиям

х2 — 4х — 5 ^ 0, Vx2 — 4х — 5 4, |х  +  2|

Откуда следует, что £  — множество точек, расположенных вне ин­
тервала (—1, 5),  кроме точек —3, 7.

+ 1+ +I

1 | 1

f l  f3 Ί1 0 5» '7 -V
+ 1 Z 1 ι 

1 1 1 : +  : +
1 — 1 — ι ι ι

К задаче 1.85.
На рисунке указаны знаки левой части исходного неравенства 

(над числовой прямой Ох) и правой части (под прямой Ох).
1) Пусть х е  [5, 7), тогда левая часть неравенства отрицательна, 

а правая положительна. Поэтому значения х из промежутка [5, 7) 
являются решениями исходного неравенства.
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2) Пусть х  > 7, тогда обе части исходного неравенства положи­
тельны, и оно равносильно (при х > 7) каждому из неравенств

V x 2  — 4х  — 5 > 2х +  3, х 2  — 4х  — 5 > (2х +  З)2, Зх2 +  16х +  14 < О,
^ ^ 8 + V22 - 8  +  V22откуда x, < х < х2, где х { = ------ —̂ , х2 = -----  ̂ корни уравне­

ния Зх2 +  16х +  14 =  0, которое является следствием уравнения

Vx2 — 4х — 5 =  2х +  3. (1)

Так как х2 < 7, то значения х > 7 не являются решениями исходного
неравенства.

д
3) Пусть x < — тогда | х +  2 1 =  —х — 2, обе части исходного не-

„  9равенства положительны, и при х < — ̂  это неравенство равносильно 
каждому из неравенств

Vx2 — 4х — 5 — 4 > —2 (х +  2) — 5, Vx2 — 4х — 5 > —2х — 5,

х 2 — 4х — 5 =  (—2х — 5 )2, х 2 +  8х +  10 < 0,

откуда х3 < х < х4, где х3 =  —4 — V6 , х4 =  — 4 +  V6 — корни уравне­
ния х2 +  8х +  10 =  0, являющегося следствием уравнения

Vx2 — 4х — 5 =  —2х — 5. (2 )
9

На промежутке х <  исходному неравенству удовлетворяют значе­

ния х е  (х3, —| ] .
V ' (  9 \4) Пусть х е  —2> — 3 > Т0ГДа левая часть неравенства положи­

тельна, а правая отрицательна. Поэтому значения х из интервала
—з | не являются решениями исходного неравенства.

5) Пусть х е  (—3, —1]. Тогда обе части неравенства отрицатель­
ны, и поэтому исходное неравенство в этом случае равносильно не­
равенству

Vx2 — 4х — 5 — 4 > 2 1 х +  2 1 — 5.

Чтобы решить это неравенство, заменим его следующим равносиль­
ным неравенством

Vx2 — 4х — 5 > 2 |х  +  2| -  1, (3)

левая часть которого неотрицательна, а правая меняет знак в точках 
5 3
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Если х  е. 3; ~ J  , то обе части неравенства (3) положительны, и 
оно равносильно (см. п. 3) на этом интервале неравенству 
х 2 +  8х +  10 < 0, откуда х 3 < х  < х4. Так как —4 — V6 < —3 <

< — £ < —4 +  V6 , то значения x  G
5.

‘ 2 ’
(3). Если х

отрицательна на интервале I — |

- 3 ; - §

этого интервала. Поэтому значения х  
венства (3).

решения неравенства 

, то левая часть (3) положительна, а правая 

и обращается в нуль на концах 

— решения нера-5.
" 2 ’

Если х —  1
2 ’

равенству
8 + V 2 2

, то неравенство (3) равносильно (см. п. 2 ) не-

х  +  16х +  14 < 0, откуда
^ 3 ^ - 8+V22 ^ ,< — ·̂ < ------ < — 1 , то значения х

Так 
3. - 8+V22) 
2 ’ 3 j

как

ре-3 2 3
шения неравенства (3).  Объединяя найденные промежутки, получае-
м, что все решения неравенства (3) при х  е  (—3; —1J образуют ин-

(  о - 8 + V 2 2 T  тервал —3 ; ----- -̂---- ·
З а м е ч а н и е .  Для нахождения решений неравенства (3) при 

х  е  (— 3; — 1 ] можно использовать графики функций у =
=  Vx2 — 4х — 5 и у =  2 |х  +  
+  2 | — 1 (см. рис.).

Из рисунка видно, что эти 
графики пересекаются в точках 
А и В с абсциссами х3 и х2 (это 
корни уравнений (2) и (1)).  На 
интервале (—3; х2) график
функции у =  Vx — 4х — 5 ле­
жит выше графика функции 
у =  2 1 х -+- 2 1 — 1. Поэтому зна­
чения х е  ( —3; х2) — решения 
неравенства (3) на промежутке 
( - 3 ;  - П .

1.86. ,  .  11 —-/П-6 < х < —4, — V—  <

< х < 4, γ < χ < 5  +  V6 .
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1.89. $  x < V2.
Р е ш е н и е .  Пусть Е  — область определения неравенства. Тогда 

Е  — множество решений системы неравенств
[76 — 12х3 3» О,
[76 —л:3 $ 8 1 ,

откуда следует, что Е  =  —] f~ ,  | - у  . Так как 3 > | - у , то на мно­
жестве Е  исходное неравенство равносильно каждому из неравенств

9 - V 7 6 -  12х3 < ( 3 - х ) 2,

1) Значения х

- f S - o

х ( 6 - х )  < V 7 6 -  12х3. ( 1 )

Е,  такие, что х (6 — х) $  0, т. е. числа

— решения исходного неравенства, так как в этом 
случае левая "‘часть неравенства ( 1 ) неположительна, а правая при­
нимает положительные значения.

2) Пусть х о .1 ?
„4 J

, тогда неравенство ( 1 ) равносильно каждо­
му из неравенств х — 12х +  36х < 76 — 12х , х +  36х — 76 =  
=  (х2 +  38) (х 2 — 2) < 0, х 2 < 2 ,  откуда 0 < x < V 2 . Так как

3/19V2  < , то множество решений неравенства ( 1 ) — интервал
(О, V2).

1.90. 2’ 1; - i;  i ; 1 lv  2; ι )  · 4 ;  - 2 ; 4  ,

l ; l ; 4 j 4 - l ; - l ;
Р е ш е н и е .  Вычитая из первого уравнения второе, получим

ху2 -I- 4 x 2z  — 2yz2 — 4xz2 +  2х2у — y2z =  0.

Разложим левую часть этого уравнения на множители:
у2(х  — z) +  4xz(x — z) -f- 2y(x2 — z2) =  0,

(x — z)[y(y  +  2z) +  2x(y +  2z)] =  0,
(x — z) (y +  2z)(y +  2x) =  0. ( 1 )

Заметим, что исходная система, равносильная системе, состоящей из
ее первого и третьего уравнений и уравнения ( 1 ), равносильна также 
совокупности трех систем, получаемых присоединением к первому и 
третьему уравнениям соответственно уравнений

x =  z, (2 )

У=  —2 z, 

у =  —2х.

(3)
(4)

5  -  2771
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1) Подставляя из (2) χ  =  ζ в первое и третье уравнения исходной 
системы, получаем

х ( у 2  — 5ху  +  4х2) = х ( у  — х) (у — 4х) =  0,

4ху  — 4х 2 =  4х(у  — х) =  3. (5)

Если х  =  0 или у =  х, то из (5) следует, что 0 =  3.
Если у =  4х, то из (5) находим х 2  =  ^, х =  ± ~ .  В этом случае 

система имеет два решения:

i ;  2 ; i )  и ( - 1 ; - 2 ; - i

2) Подставляя у =  —2ζ (см. (3))  в первое и третье уравнения ис­
ходной системы, получаем

ζ(2ζ2 +  5χζ  +  2х2) =  ζ(ζ  +  2х) (х +  2 ζ) =  0,

—4ζ(ζ +  2 х)  =  3. (6)

Если ζ =  0 или ζ +  2х  =  0, то из ( 6) следует, что 0 = 3 .  Если 
χ =  —2ζ, то из (6) находим ζ2 =  ζ =  ± ^ . В этом случае система 
имеет решения:

1 ; 1 ; - j J  и | —1 ; — 1 ; - j  .

3) Подставляя у =  —2х (см. (4)) в первое и третье уравнения ис­
ходной системы, получаем

х{2х 2  +  5xz +  2z2) =  х(х +  2z)(z +  2х)  =  0,

—4х(х +  2 ζ) =  3. (7)

Если х  =  0 или χ  +  2ζ =  0, то из (7) следует, что 0 =  3.
9 1 1Если ζ =  — 2х,  то из (7) находим χ  =  х =  ± - .

В этом случае система имеет два решения — 1; — 1 1 и

4 ;  ί; 1

1.91. - f ^ = S x < V 2 .

1.92. (±; 2; 1 , 4  ~ 2; “ О ’ ( 1; 1; _ 1 )> (_1;  _1;

г  —1: —г ) ’ ( 4 л ; г).

1.93. - f
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! .95.

1.94. ( 1; ^ 2 ] ’ ( 2 ) ’ (2’ 0 ’ ( 2’  ̂ ^

1.96. 12; 4; 1 1, J —2; - 1 ) ,  1; - ± ;  2 , - l ; i ; - 2 ) ,
( 1 ; 1 ; —1 ), ( - 1  - 1 ; 1 ).

1.97. ( - 9 ;  81),  ( - 5 ;  5л/5), ( - 5 ;  -5 V 5 ) .
Р е ш е н и е .  Второе уравнение исходной системы равносильно 

каждому из уравнений
2\

Л х + \
X

(х2 -  у) ^х +  ^ |  = 0. ( 1 )

а) Если х 2  =  у, то из первого уравнения исходной системы полу­
чаем лгу2 +  4у 2  +  5у 2  =  0, откуда следует, что либо у  =  0, либо 
х  =  —9. Но если у =  0, то х  =  0, а при х  =  0 уравнение (1) теряет
смысл. Итак, х =  —9, у =  х 2 =  81.

2
б) Если х +  =  0, то л:3 +  у 2  =  0. Из первого уравнения системы

х
находим х5 +  4х4 — 5х3 =  0 или х2 +  4л: — 5 =  0 (х ^  0), откуда 
Х[ =  —5, х2 = 1 .  Пусть х =  —5, тогда у2 = 1 2 5 ,  откуда у =  ±5V5.  
Пусть x =  1, тогда у2 =  — 1. Это уравнение не имеет действительных 
корней.

Таким образом, система имеет три действительных решения: 
( - 9 , 8 1 ) ,  ( - 5 ,  5V5),  ( - 5 ; —5V5).

1.98. ( - 6, - 7 ) ,  ( - 4 ;  3), (4, - 5 ) .
Р е ш е н и е .  Умножив исходное уравнение на 3, преобразуем по­

лученное уравнение:

9ху +  3· 16х +  3- 13у + 3 - 6 1  =  3у(3х +  13) +  16(3х +  13) +

+  3-61 -  16-13 =  ( З х + 1 3 ) ( З у + 1 6 )  - 2 5  =  0.

Исходное уравнение равносильно следующему
(Зх + 1 3 ) ( 3 у + 16) =  25 (1)

Так как делителями числа 25 являются числа ± 1 , ± 5 , ±2 5 ,  то 
множество всех целочисленных решений уравнения ( 1 ) содержится

5'
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во множестве целочисленных решении следующих шести систем:

3 х + 1 3 = 1 ,  Г Зле + 1 3  =  — 1 , Г 3jc +  13 =  5,
Зу +  16 =  25; [Зу +  16 =  —25; [ З у + 1 6  =  5;

3jc +  13 =  —5, |3 х  +  13 =  25, ГЗл: +  13 =  —25,
Зу +  16 =  —5; [ З у + 1 6  =  1 ; [ З у + 1 6  =  - 1 ;

Первая, четвертая и пятая из этих систем имеют целочисленные 
решения (—4; 3), (—6;7) и (4; —5) соответственно. Остальные сис­
темы не имеют решений в целых числах.

1.99. (125; 5), (4л/27 2), (-4 з /2 [ 2).
1.100. (6, - 5 ) ,  (4; 5),  ( - 4 ; - 3 ) .
1 . 10 1 . (3; 81),  (2 ; 8V2 ) , (2 ; - 8V2J.
1.102. ( - 5 ,  - 8), ( - 3 ;  2), (5; - 6).
1.103. ( - 1 2 5 ; - 5 ) ,  ( 9 з / 3 [ - 3 ) ,  ( - 9 з / 3 [ - 3 ) .
1.104. ( - 7 , 5 ) ,  ( - 5 ;  5),  (3; 3).

1.105. —3 ^ х  < —2, —|  < χ < —1, 1 < χ < 2.
Р е ш е н и е .  Область определения неравенства — множество Е  

значений х, удовлетворяющих условиям

1 , x 2  +  х  — 6 =  (х — 2)(х  +  3) ^ 0, V6 — х — х2 ^  2 .

Решив уравнение V6 — х  — х 2 = 2 ,  находим его корни х = 1 ,  
х =  —2. Отсюда следует, что множество Е  — отрезок [—3, 2] с вы­
брошенными из него точками —2 , —1 , 1 .

а) Пусть х е  [—3, 1) и χ  Ф —2, тогда | x +  11 =  —х — 1, и исход­
ное неравенство примет вид

> —
6 — 3 у / ь - х - х 2 х2 + х

? 5 1Полагая х + х =  (, получаем неравенство 6_ 3 > —j ,  которое
равносильно неравенству

5/ +  6 — 3 V6 — /
6 - 3  V 6 ^ T >0 , ( 1 )

так как t =  x 2 +  х е  (0, 6] при х е  | —3, —1). Обозначим
φ(ί) = 6  — 3 V6 — t =  3(2 — V6 — ί ) ,  тогда

φ(ί) < 0 при t е  (0, 2) и ψ(ί) > 0 при t е  (2 , 6].
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Пусть g ( t ) =  5t +  6 — 3 V6 — t , и рассмотрим уравнение g(t) =  О, 
т. е. уравнение

5t +  6 =  3 V 6 ^ 7 . (2)

Возводя обе части уравнения (2) в квадрат, получаем уравнение 

25ί2 +  6 0 ί +  36 =  9 ( 6 - 0

или
25ί2 +  6 9 ί - 18 =  0. (3)

Уравнение (3),  являющееся следствием уравнения (2), имеет корни 

lx =  ^ ,  t2  =  - 3 ,  где 0 е  (0, 6], a t2  £  (0, 6].

Если t е  ^0, , то g(i )  < 0, а если t е  6 , то g(i) > 0. Итак,
функции φ (0  и g (0  принимают значения одного знака на проме­
жутках (0, и (2 , 6] и значения разных знаков на интервале

25
Э I П п с

25

тм- (п
25

^ , 2 ] .  Поэтому множество решений неравенства (1) — совокуп­

ность промежутков [0, ^ 1  и (2 , 6].

Если х е  | - 3, — 1) и i е  |θ , , т. е. 0 < x 2  +  х  < то

х е  (—| ,  —1 ), а если х е  [—3, —1 ] и I е  (2 , 6], т. е. 2 < x2 +  x  6, 
то —3 ^ х < —2 .

Итак, если х е  [—3, —1], то множество решений исходного нера­
венства — совокупность промежутков [—3, —2) и (—т, — 1 ] -5 ’

б) Пусть - 1 < х ^ 2  и х ^ 1 .  Тогда исходное неравенство равно­
сильно неравенству

5 . 1 , 1

6 — 3 V6  — х  —; х +  1 X +  2' (4)

Правая часть неравенства (4) положительна при х > —1, а левая 
часть отрицательна при х е  (—1 , 1 ) и положительна при x е  ( 1 , 2 ]. 
Поэтому значения х е  ( —1, 1) не являются решениями неравенства
(4). Пусть х е  (1 , 2 ] .  Обозначим / ( х )  = --------- 5 , h(x)  =

6 - 3  ν 6 - χ - χ

Ч— Так как функция V6 — х — х2 является убывающей
х +  1 х +  2'

на промежутке ( 1 , 2 ], то этим же свойством обладает функция 
/ ( х ) .  Функция /г(х) также является убывающей на промежутке 
(1 , 2] ,  то этим же свойством обладает функция / ( х ) .  Функция
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h(x)  также является убывающей на промежутке ( 1 , 2 ], так как этим
свойством обладают функции — -̂г и — .

J х +  1 х  +  2
Отсюда следует, что если x  е  (1, 2], то

/ ( * ) > / ( 2) = | ,  г ( х ) < г ( 1 ) = | ,

и поэтому / ( x )  > g(x) при x е  ( 1 , 2 ], т. е. значение x е  ( 1 , 2 ] — 
решения неравенства (4).

1.106. — 1 <  х < 0, 2 < х < ^ - ,  3 < х ^ 4.

1.107. —2 ^ х < —1, 1 < х < ^ ,  2 < х ^ 3 .

1.108. —4 =£ х < —3, —1 < х < — 0 < x ^ 1 .

Р е ш е н и е .  Обозначим 2х =  и, —у =  υ и запишем исходную сис­
тему в следующем виде:

и +  υ — z ; 

υ +  z — и ■ 

z +  и — ν ■

u +  v + z ’ 
2

u + v + z ’ 
3

u +  v +  z '

(1)

Сложив уравнения системы (1) и обозначив и +  υ +  z =  t, полу-
9

чим уравнение t =  откуда tx =  3, t2  =  —3.
Подставляя найденные значения суммы u +  υ +  ζ в систему (1),  

найдем искомые значения и, υ, z.

Если t = u + v + z =  3, το z =  ^ { t  — j j  =  | ,

u 2 ^  t j  6’ υ 2 \* t j
и  7 ,

X = 2 =  T2’ y = ~ V = ~ l .

1 5Аналогично, если t — —3, то x =  ——, y  =  1, z =  —

l . i io . i ; Yg; ^ > ( 1 ;~T8; —б)·

1 U 1  Μ - - 1 -Ι Ϊ' 6̂’ 6’ 2j ’ y 6’ 6’ 2 ) ’
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2. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ,
СИСТЕМЫ И НЕРАВЕНСТВА

2.1. χ =  ± χ  +  2л к ,  к G Ζ.6
Р е ш е н и е .  Возводя в квадрат обе части уравнения, получаем 

138 sin х +  — =  4 cos2 x +  8 sinx +  4 tg2 x,

или

12 cos4 x — 25 cos2 x +  12 =  0,

откуда
2 3 2COS X =  COS X : 4 ’

Поскольку cos2 x ^ 1, то cos X = 2 ’

x  =  ± - τ  +  л к ,  к G Z .О

Непосредственная проверка показывает, что при х =  ±  ̂  +  2 л  к 
правая часть исходного уравнения отрицательна, и решениями явля­
ются лишь х =  +  2лк ,  к G Z.

2.2. x — — arccos ^ j  +  лк; x - arccos +  2лк,  к G Z.

2.3. х =  -  |  +  кл ,  к G Z.

2.4. x =  arccos +  лк; х =  л  — arccos 775- +  2лк,  к G Z.■75"
2.5

2 . 6 .

1
6vT'
j_
8‘

2.7. 1
3 / 5 '

2.8. Нет решений.

2.9.

2.10.

x =  arccos g +  2 π&, 

у =  ( — l ) marcsin -^ΐ +  rem,

x =  — arccos -  +  2 лк,

У = ( ~  О m+1arcsinin# лт,

к G Z,  m G Z.

x  =  arctg 4 -I- 2π&, 
у =  arccos ^ 2 л т ,

x =  arctg 4 +  (2& +  1)π,  
3у =  arccos  ̂ +  (2m +  1 ) π, 

к G Z, m G Z.
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2 . 11.

2 . 12.

x =  arcsin j  +  2 пк,
\ίϊ5  , _: arccos +  2 пт,

x =  — arcsin j  +  (2к +  1 )π ,
νττ

x =  arctg j  +  2 πηι, 

у =  arctg 2V2 +  2πη,

у =  ±  arccos - j y  +  (2m +  1 ) π,

к G Z, m G Z.
x  =  arctg ~ +  (2 m +  1 )π , 
у =  arctg 2 V2  +  (2 η +  1 )π ,

m  G Z , n G Z.

2.13. x =  πη;, x  =  ^  +  2πη, x  =  j  +  и ,  n G Z.

2.14. x =  у  +  πη, x π +  2πη, x =  — +  πη, η G Ζ.

Р е ш е н и е .  Рассмотрим два случая: a)cos x > О, 6)cos x < 0.
а) cos 3x +  cos x =  sin 2x, 2 cos x cos 2x =  sin 2x, 2 cos x(cos 2x — 

— sin x) =  2 cos x(cos 2x — sin x) =  0, откуда cos x =  0, либо
■? 1 1 — 2 sin x — sin x =  0 и тогда sin x =  — 1 или sin x =  Отсюда, с

учетом неравенства cos x > 0, получаем: x =  γ  +  πη, x =  ^ -f- 2πη, 
η G Ζ.

б) cos 3χ — cos x =  sin 2χ, — 2 sin x sin 2χ =  sin 2χ, sin 2χ(1 +  
+  2sin χ) =  0, откуда sin 2χ =  0, либо sin x =  — Учитывая нера­

венство cos x < 0, получаем: x =  π +  2πη; χ =  π +  ^ +  2πη, η G Ζ.
Объединяя ответы в случаях а) и б), получаем:

х =  ·| +  πη; х =  π +  2πη; x =  ^ +  πη, n G Z.

2.15. x =  πη; x =  —  ̂ +  2πη; — j  +  πη, n G Z.

2.16. x =  j  +  πη;

2  1 7  —  —
2 0 ’  20

2πη; x =  — +  πη, n G Z.О

Р е ш е н и е .  Исходному будет равносильно уравнение 
sin 6x(cos x — sin x) =  cos 6x(sin x +  cos x) 

при условии (sin x +  cos x) (cos x — sin x) Ф 0, т.е. cos 2x Ф 0. Имеем: 
sin 6x cos x — cos 6x sin x =  cos 6x cos x -f- sin 6x sin x,

πιιsin 5x =  cos 5x, tg 5x =  1, x==^ ^ ~  n e

Условиям 0 < x < -у, cos 2 х ч ^ 0  удовлетворяют x = 20 и x = 9π
20’

11
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2·20, зо π·
2.21. х =  j  +  2πη, x — π — arctg 5 +  2πη, η G Z  
Р е ш е н и е .  Исходное уравнение равносильно системе

|  — 3 sin2 х =  (sin x  +  cos x )2, 
sin X  +  COS Х З г О .

Заменив у на -r(sin2 x +  cos2 x), из (1) получаем

d )
(2)

2 sin2 x +  2 sin x cos x — 2 cos x =  0,

tg2 x +  4 tg x — 5 =  0, tg x =  1, tg x =  —5.
Теперь, с учетом неравенства (2),  находим ответ:

x =  ^ +  2πη, x =  π — arctg 5 +  2πη, n G Z.

2.22. x =  — arctg +  πη, n G Z.

2.23. x =  -^  +  2πη, x =  π — arctg 3 +  2πη, n G Z.
2.24. x =  — arctg V2 +  πη, n G Z.

3
2.25. * =  ±  arccos -j +  2πη, η €Ξ Z4

2.26. x =  |  x =  ( — 1 )" j  +  πη, n e Z .

2.27. x =  π ±  arccos |  +  2πη, n G Z.

2.28. x =  ^ +  -^  , x =  ±  arccos f  +  2πη, n G Z.4 2 6

2.29. x =  - 1  +  2 πΛ, x =  -  ^  +  2π£,  t e Z .
О 0

(x =  —arctg (V2 — 1) +  2nk,  x =  π +  arctg (V2 +  1) +  2лк,  к G
2.30. x =  -  f  +  2π£, x =  -  4r +  2πΑ, к G Z.

О О

2.31. x =  -  £  +  2π*, x =  +  2π*. к G Z.
О О

2.32. χ =  -  j  +  2πΛ, x =  ^  +  2πλ,  к G Z.

2.33. x =  α +  2πη, n G Z ,  a G

2.34. x =  α +  2πη, α £

2.35. χ =  α +  2πη, α G

2.36. χ =  α +  2πη, α G
2.37. η =  105.
2.38. η =  235.

3Τ 3 3Τ Я 3Τ 
T T ’ “ Τ ’ "  3 

л  3π π  5л 7зх 
4 ’ Τ ’ ~~ 2’ ~  Τ  Γ2

+ ί  ο + —
-  6 '  ' ~  4

_  2π 
3

n e  ζ.

0 + —
— 12’ — 4

, η e  

, η e
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2.39. п =  165.
2.40. п =  65.
2.41. χ  =  л  +  2лп,  х  =  arccos ^ +  2πη,  п £  Ζ.

2.42. д =  — ^  +  2/:π, л: =  arcsin j  +  2кл,  к £  Z.

2.43. д =  2£π,  д =  arccos +  2Λπ, к £  Ζ.

2.44. д =  ^ +  2кл,  x  =  —arcsin |  +  2кл,  к £  Z.

2.45. f (— 1 )*+1 j r  +  Щ-·, ± | π  +  2π η ) ,  к £  Ζ ,  η £

Р е ш е н и е .  Возводя в квадрат обе части первого уравнения и ис­
ключая из полученной системы у с помощью формулы
2 cos2 у =  cos 2у +  1 , придем к уравнению cos2 (Зд +  -j I =  -т —

— 2  sin 2д cos2 2д, которое сводится к уравнению sin 2д =  — j ,  яв­
ляющемуся следствием исходной системы. Тогда из второго уравне­
ния исходной системы получим cos 2у =  0, откуда cos у =  — т. к.

cos y i O  в силу первого уравнения системы. Итак, sin 2д =  — j  и

cos у = -----L·. Из последних равенств находим д и у.V2
2.46. д =  ±^г +  лк ,  у =  (—l )n+1 ~  +  лп,  к £  Ζ ,  η £  Z.

2.47. д = (—1 ) k j 2 + ^ k ,  У = ^ +  (-1)" πη, к G Z,  п G Ζ.

2.48. д =  ± |  +  лк,  у =  —j  +  (—1)" ^ +  πη, к £  Z ,  п G Ζ.

2.49. 1) д =  ± £  +  ψ ,  η £ Ζ ;  2) / max =  2, / min =  1.

Р е ш е н и е .  Используя тождества sin6 д +  cos6 д =  sin4 д +  cos4 д —

— sin2 д cos2 д =  1 — 3 sin2 д cos2 д =  1 — т sin2 2д, sin4 д +  cos4 д =4

=  1 —^ 8ш22д и полагая 8ш22д = / ,  получаем / ( * ) = 7 i r ^ f  =

=  2 _ ^ = 2 д - 4 / 3 ) - 2 / 3  =  2 _ 9  _ L _  q *£ t *  1 Функ-
3 f — 4/3 3 t — 4/3 3 4 f — 4/3 S W . Ф уик

ция g(z) является возрастающей на отрезке |0; 1 ], и поэтому
2min =  £ (°) =  !. m̂ax =  ^(1) =  2. Если / ( д) =  у ,  то g(t) =  у ,  т. е.
2 ( /  2 ) 1 0  3 33f _ 4 =  -у , откуда / =  Следовательно, sin2 2д =  -  или cos 4д =

1 1 ^ 1  ЛЛ —> П7=  — - ,  откуда д =  ±  -  +  у , η £ Ζ .

2.50. д = ± f  + π*, * е  Z, / max = ψ ,  f min = f.



140 ТРИГОНОМ ЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ · ОТВЕТЫ И РЕШ ЕНИЯ

2.51. X =  ±  f  +  f , к е  Z, / тах =  1, / min =  i

2.52. x =  ±  f  +  π*, Л e  Ζ, / max =  f , / min =  ή .

2.53. x =  πη, x =  ^ η £ Ζ .

2.54. χ =  Ξ +  ^ ,  n e  Ζ.

2.55. χ  =  |  +  πη, χ  =  i  +  HL, n G Z

2.56. χ =  ± · |  +  πη, n e  Ζ.
Р е ш е н и е .  Исходное уравнение равносильно уравнению

sin x   1 ( 1 )
sin 4х cos З х ’

а допустимые значения х для уравнения ( 1 ) определяются условием
sin 4х cos Зх 0. (2)

При выполнении условия (2) уравнение 
sin x cos Зх =  sin 4х 

является следствием уравнения ( 1 ) и равносильно уравнению
sin Зх cos х =  0. (3)

Корнями уравнения (1) являются все те и только те корни урав­
нения (3),  которые удовлетворяют условию (2 ).

Так как sin Зх =  sin х (3 — 4 sin2 x) =  sin x (1 +  2 cos 2х),  а
sin x cos χ Ф 0 в силу (2 ), то из (3) следует, что

cos 2х =  — (4)

Корни уравнения (4) удовлетворяет условию (2) и являются кор­
нями исходного уравнения.

2.57. χ =  ±  χ  +  πη +  л к ,  у =  ±  χ  +  πη — π£, n G Z . ,  к G Z.О о
2.58. χ = - · | + ( - 1 ) * γ |  +  ^  +  πη,

у =  -  f  +  ( -  1)*+I ~  -  ψ  +  πη, k G Z,  n G Z.
Р е ш е н и е .  Полагая sin x cos y — u, cos x sin у =  v, получаем сис­

тему уравнений ,
16u +  2 ν =  —3,
|5ы — 3t> =  1,

ι 3 1откуда и =  — υ =  — ·̂
Исходная система равносильна каждой из следующих систем:

1sin x cos у  =  — j ,  

3cos x sin у  =  — - ,

sin (x +  у) =  —1,

2sin (x -  у) =  γ
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2.59. х =  ±  у  4- у  +  πη +  π£, у =  ±  у  +  у  — πη +  π£, 
e  Z.

\n + l π60. x =  у  +  ( - l )n+1 ^  +  JC*,
π πη

Ϊ 2  2~

2.61. x =  — y  +  2πη, n G Z.

2.62. x =  ±  ^  +  2πη, n G Z4
2.63. x =  — -χ +  2πη, x =  — ^  +  2πη, n G  Z.4 4
2.64. x =  ±  ηρ +  2πη, x =  π +  2πη, η G Z.
Р е ш е н и е .
π  , cos Зх Пусть t = ------- .

J  C O S  X
2 Ίа) Если cos х > 0 ,  то ί 4- у =  — 1 или ( + 1  +  2 =  0.

Это уравнение не имеет действительных корней.
б) Если cos х < 0, то / —у = —1 или i2 +  t — 2 =  0, откуда

Л т ~ 2 , 1 2 — 1 .
„  , _ cos Зх ~ 4 cos х — 3 cos х ~Пусть / =  - 2 ,  тогда =  - 2  и л и  — --------=  - 2 .
Так как cos х  ^  0, то 4 cos2 х — 3 =  2, cos2 х =  1/4, cos х =  —1/2, 

χ =  ± у у  +  2 πη.
Пусть t =  1, тогда 4 cos2 х — 3 =  1, cos2 х =  1, cos х =  — 1, 

χ =  π +  2 πη.
2.65. — 7  +  2πη < χ < ~  +  2πη, n G Z.4 4
Р е ш е н и е .  Найдем решения неравенства на отрезке длиной 2π. 

Все значения х из интервала (0, π) — решения неравенства, так как 
sin х > 0 при 0 < χ  < π, а левая часть неравенства определена и не­
отрицательна при всех х.

Пусть sin х ^ 0, тогда исходное неравенство равносильно каждому 
из неравенств

5 +..3 2̂-s 4х- > Sjn4 х  5 +  3 cos 4х > 2( 1 — 2 cos 2х +  cos2 2х ) ,
О

cos 2х (1 +  cos 2х) > 0, cos 2х > 0, sin2 x < у, | sin х | < щ

Так как sin х ^ 0, то — < sin х «= 0, откуда — j  < х ^ 0,
,  5π  π ί  х <

4
Итак, на отрезке π 3π

2’ Ύ решениями исходного неравенства яв-
π  5πляются все числа из интервала — у, -у
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2.66. — уу- +  2πη  < х  < уу +  2πη,  я б 2 .

2.67. — -7 +  2πη < х < ~  +  2πη,  η Е  Ζ.4 4

2 .68. — уг +  2 jm < х  < +  2лл, « € 2 .4 4

2.69. * =  πη,  χ =  ·| +  уу, η Ε  X.
Р е ш е н и е .  Уравнение равносильно каждому из уравнений

(π  1 . /  JT. \  . /  Я . ~  \— — 3jc — sin jc cos -- x \  sin — — 2jc

1 -------- = 1 , — r — — f  =  i,sin — 5 x j — sin 3x c o s  I —— x j  sin I —— 4x |

откуда sin ^4x — у  j +  sin ^  — 2xj =  0 или sin x cos ^3x — yj = 0. 
Корни последнего уравнения удовлетворяют условию

cos |у  — xj sin |у  — 4х | 0.

2.70. x =  j  +  πη,  х  — — у  +  πη,  χ  =  ( — 1)" уу +  yy, η Ε  Ζ.

2.71. χ =  πη,  χ  =  yy +  πη,  χ  =  ( — 1)" yy +  yy, η Ε  Ζ.

2.72. χ =  у  +  πη,  χ  =  у  +  πη,  χ  =  ( —1)η+1 η Ε  Ζ.

2.73. χ =  — у  +  2π&, χ =  yy π +  2πλ; χ =  | π + 2 π λ ,  χ =  у π +  
+  2π£,  к Ε  Ζ.

Р е ш е н и е ,  а) Пусть cos 2x 5  0, тогда уравнение можно последо­
вательно преобразовать так:

2 +  V3 sin 2х — cos 2х =  2 — 2 cos х,
-γ- sin 2х — у cos 2х =  — cos x, cos ^2х +  y j — cos x =  0,

2 sin ( ^  +  f j  Sin ( f  +  f j  = 0 ,

откуда получаем две серии корней

х =  — ■§ +  § π η > * =  ~  f  +  n Е Х .

Корни первой серии при л =  Ък +  1 не удовлетворяют условию 
cos 2х ^ 0 и удовлетворяют этому условию при п =  Ък и п =  Ък +  2. 

Для корней второй серии условие cos 2х ^ 0 не выполняется
б) Пусть cos 2х < 0, тогда уравнение можно записать в виде

cos | 2х — yj +  cos x =  0 или 2 cos ^уу — yj cos ^  — y j =  0,

откуда
 4тг - 2,  4тт ι г» __  гт7χ  =  π /г, х =  — +  ζπ /г, /г €Ξ Z.
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2.74. х =
n e  Z.

2.75. х =
n e  Z.

2.76. X
п б 2 .

2.77. Л =

Корни первой из этих двух серий удовлетворяют условию 
cos 2х  < О только при п =  Зк,  а корни второй серии не удовлетворяют 
условию cos 2 х  < 0.

5 π  . т  7π , о Ί π  . ~ 29 . __

тг ■ п  тг ι п  4тг . п  8 тс . л— у  +  Ιπ η ,  χ  =  -ξ +  2 πη,  χ  =  - γ  +  2 πη, χ  = - ξ - +  2 πη,

j  +  2 πη,  χ  =  ~ ^  +  2 πη,  χ  =  ^ ~  +  2 πη, χ =  ^ -  +  2 πη,

3Γ ι 7 Ζ Π  ,  Τ[ ι 7 1 П  _  г у т

8 + Τ ’ * =  ± 6 + T ’ " e Z ·
Р е ш е н и е .  Заметим, что

sin 2 х  0 ( 1 )

и воспользуемся равенствами
sin2 1х  cos2 7х sin 8* sin β χ  16 cos 4 χ  sin 2χ  cos 2χ  sin 6χ

2 **” 2 2 2 2 > sin χ  cos χ  sin x  cos x  sin 2x

cos 2x sin 6x =  ^ (sin 8x +  sin 4*) =  ^ sin 4x (1 + 2  cos 4x) =
=  sin 2x cos 2x (1 + 2  cos 4 x) .

Тогда исходное уравнение можно записать в виде
2

16 cos 4х sin 2 х  cos 2х  ( 1  +  2 cos 4х) , ,  . , ,  , « ч / т ,---------------------5------ --------------   =  16 cos 4х (1 +  cos 4х).  (2)
sin 2х

Уравнение (2) при условии (1) равносильно уравнению
cos 4х  (1 + 2  cos 4х) cos 2х  =  cos 4х (1 +  2 cos 4х),  (3)

а уравнение (3) равносильно совокупности уравнений
cos 4х — 0, (4)

cos 4х =  —

cos 2х =  1 . (6)

Уравнения (4) и (5) имеют корни х =  у + - у - ,  Ζ  и

x =  ±  у  +  n S Z  соответственно, и эти корни удовлетворяют ус­
ловию ( 1 ), а из (6) следует, что sin 2х =  0.

2.78. х =  у  +  x  =  к * 5 р ,  n e  Z, к G Z ,  р  G Z.
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2.80. Χ =  ψ ,  п Ф З к ,  η Β Ζ ,  к  В  Ζ.
2.81. х  — πη,  п б  Ζ.
Р е ш е н и е .  Используя формулу ^  ^ β =  tg α — tg β, преобра­

зуем исходное уравнение в виду
tg Зх — tg 2х +  tg 4х — tg Зх =  sin 4х — tg 2х. (1)

Область допустимых значений х для уравнения (1) определяется 
условиями

cos 2х Ф  0, cos Зх Ф  0, cos 4х Ф  0, (2)

а при выполнении условий (2) исходное уравнение равносильно 
уравнению

tg 4х =  sin 4х. (3)

Уравнение (3) равносильно совокупности уравнений
sin 4х =  0, (4)

cos 4х =  1, (5)

причем все корни уравнения (5) содержатся среди корней урав­
нения (4). Из (4) следует, что либо s i nx  =  0, и тогда х =  л/г, 
п В  Z, либо cos х =  0 (и тогда cos Зх =  0), либо cos 2х =  0.

2.82. х =  п Ф  2 +  4к ,  п ф  4 +  8Л, п  В  Z, к В  Z.

2.83. х =  η Ф  2 +  Ак,  п ф А  +  8 к,  п  В  Z, к В  Z.

2.84. х =  η Ф  3 +  6к,  η В  Z, к  В  Z.

2.85. χ =  §  +  πη, χ =  |  +  ^ - ,  χ  =  ± |  +  2πη, η  В  Ζ.
Р е ш е н и е .  Из формул для cos Зх и sin Зх следует, что

cos3 x =  ^ (cos Зх +  3 cos x), sin3 х =  ^ (3 sin x — sin Зх). 

Поэтому

cos x sin Зх +  sin x cos Зх =  -  (sin Зх cos x +  sin x cos Зх) =

=  ^ sin 4х =  3 sin x cos x cos 2x,

и исходное уравнение при условии
sin χ Ф  0

равносильно каждому из уравнений
3 sin x cos x cos 2х =  6 sin x cos2 x cos 2x,

cos x cos 2x (cos x — = 0.
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2.86. χ  =  уу, x  =  ± f  +  2πη,  n е  Z.

2.87. χ  =  πη,  χ =  у  +  х  =  ( -  1)" |  +  πη,  « е  Ζ

2.88. χ =  πη, χ  =  у  +  ψ ,  х  =  ( -  1)η+1|  +  πη, n е  Ζ.

2.89. χ  =  πη, х =  уу +  πη, х =  уу +  πη, п б  Ζ.
Р е ш е н и е .  Допустимые значения х определяются условием

cos3x=?t0,  ( 1 )

так как все корни уравнения cos х =  0 являются корнями уравнения 
cos Зх =  0.

Функции tg x, tg Зх и | sin х | — периодические функции с пери­
одом π и поэтому достаточно найти решения исходного уравнения на 
промежутке [0; π).

Если Ο ί χ <  ι  и выполняется условие (1),  то исходное уравнение 
равносильно каждому из уравнений

sin x  . sin Зх . . sin 4х . ■ ------ 5-  =  4 sin X,  =  4 sin X,cos x  cos Зх cos x  cos Зх

4 sin x cos x cos 2x , . . ,  r, 0 λ---------------r---- =  4 sin x, sin (cos 2x — cos 3x) =  U, (2)cos x cos 3x ’ 4 '  4 '

sin x ■ sin у  ■ sin Ц- =  0.

Все корни уравнения sin у  =  0 удовлетворяют уравнению 
sin x =  0, а решения уравнения ( 2) задаются формулами

х =  π.к, х =  -уу·, к е  Ζ. (3)

Из множества чисел (3) промежутку [0; π) принадлежат числа 0, 
2π 4π πΎ  и — . Поэтому множество решении исходного уравнения задается 

формулами χ  =  πη, х =  уу +  πη,  χ  =  уу +  πη,  n e  Ζ.

2.90. χ  =  у  +  πη,  χ  =  -у  +  πη,  χ  =  ^ -  +  πη,  n e  Ζ.

2.91. χ  =  у  +  πη,  χ  =  — +  πη,  χ  =  yjj +  πη,  η e  Ζ.

2.92. χ =  — уу +  πη,  χ  =  -jy +  πη,  χ  =  уу +  πη,  n e  Ζ.
1 32.93. χ =  — arctg у +  πη,  χ  =  — arctg у +  πη,  η e i .

Р е ш е н и е .  Преобразуем левую часть уравнения, пользуясь тем, 
что

cos 4х +  cos 2х =  2 cos Зх cos x, cos Зх +  cos х =  2 cos 2x cos x, 

sin 4x — sin 2x =  2 cos 3x sin x, sin 3x — sin x =  2 cos 2x· sin x.
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Получим
2 cos x  (cos Зх  + co s  2х)
2 sin x  (cos Зх +  cos 2х) ’

При преобразовании правой части уравнения воспользуемся фор­
мулами

1 — 2 sin2 x =  cos 2 х — (cos x  +  sin x)(cos x — sin x), 

sin ^  — xj =  (cos x — sin x ) .

Область допустимых значений уравнения определяется условиями 

cos Зх +  cos 2х =  2 cos у -cos -у- ^  О,

sin х ^  О, sin [х — у)  ^ 0.
( 1 )

а) Если cos 2х > 0 и выполняются условия (1), то исходное урав­
нение равносильно уравнению

cos х =  2 cos х +  2 sin х, откуда tg х =  — у,

x =  — arctg |  +  πη, η
(2)

Значения х, определяемые формулой (2),  удовлетворяют условию 
cos 2х 3* 0 и является решениями исходного уравнения.

б) Если cos 2х < 0 и выполняются условия (1), то исходное урав­
нение равносильно уравнению

з
cos x =  — 2 (cos x +  sin х ), откуда tg x =  — у.

з
x =  — arctg у +  πη, η e  Ζ.

Эти значения χ также являются решениями исходного уравнения.
2.94. x =  у arctg 2 +  πη,  η ε  Ζ.

1 32.95. χ =  — arctg у +  πη,  χ  =  —arctg -  +  πη, η e  Ζ.

2.96. χ =  y arctg 2 +  πη,  η G Ζ.

2.97. χ =  у  +  πη, η ε  Ζ.
Р е ш е н и е .  Так как

8 cos4 x =  2(1 +  cos 2x)2 =  2 1̂ +  2 cos 2x +  1 +L°S 4л

=  3 +  4  cos 2x +  cos 4x,
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то исходное уравнение равносильно уравнению
 cos 2 х   1 ( 1 )

sin x +  cos x  sin x '

Используя формулу cos 2х =  (cos x  +  sin x) (cos x  — sin x) и учи­
тывая, что sin x Ф 0, sin x +  cos x ^  О, преобразуем уравнение (1):

sin x — cos x =  -r̂ —, cos x(sin x +  cos x) =  0,Sin X 4 '

откуда cos x =  0.
2.98. x =  πη,  n £  Z.
2.99. x =  J  +  ψ ,  n e  Z.

2.100. χ =  ~  +  γ ,  n e  Z.
2.101. x =  4/5.
Р е ш е н и е .  Данное уравнение, ОДЗ которого определяется усло­

виями | х | < 1 , х ^  0, равносильно уравнению arctg и =  arccos х, где
2 х — 1 ^ _____     и __ ппжж___„ 2 .

1 -\- и
-л— . Отсюда получаем уравнение х =  л или ̂ 1 -I- и

с2 _ ______ !_____ ^  v 2 - U ( " > v _ n 2 =

\ +  ί 2 χ - 1'

х2 + ( 2 х - 1 ) 2 =  1, 5х2 — 4х =  0, х =  4/5.

2.102. х =  2/5.
2.103. х =  1/5.
2.104. х =  3/5.
л  . л и  ___  I ЖН   2ЖП ГО2.105. x =  j  +  - γ ,  χ  — —γ ,  n e  Z.
Р е ш е н и е .  Исходное уравнение равносильно каждому из уравне­

ний
1 — cos 4х | 1 — cos 8 х   , cos 2х

2 1 2 — cos З х ’

cos 4х +  cos 8х cos 2х ,  ~ cos 2х г--------= -----—, COS 6х COS 2х =  — Т~,2 cos Зх cos Зх

а при выполнении условия cos Зх ^  0 равносильно уравнению 
cos 2x(cos Зх -cos 6х — 1) =  0.

Уравнение cos 2х =  0 имеет корни χ =  π/4 +  π η / 2, n е  Ζ, а урав­
нение cos Зх cos 6х =  1 может иметь корни тогда, когда cos Зх =  1,

2 л поткуда χ =  - γ .

2.106. х =  £  +  χ =  2 лп, п е Ъ .О ό
2.107. х =  г  +  ^ ,  п е г .О ό
2.108. х =  у  +  πη,  χ  =  2 πη, п е г .
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2.109. х =  —γ  +  2πη,  χ =  πη,  х =  —γ +  2 πη,  χ =  -γ· +  2 πη,  

x  =  ^r- +  2πη,  η G Ζ.Ο
Р е ш е н и е .  1) Пусть

cos χ  ^ 0. ( 1 )

Тогда уравнение можно записать в виде
sin x  +  cos x  +  (sin x +  cos x)(cos x  — sin x )(2 sin 2 x  — 1) =  0, (2)

так как cos 2x =  (cos x +  sin x)(cos x — sin x), sin 4x =  2 cos 2x x  
x sin 2x.

Из (2) следует, что либо cos x +  sin x =  0 и тогда

x =  ~  +  2πη, n G Z,  (3)

либо
1 +  (cos x — sin x) (2 sin 2x — 1) =  0 (4)

Условию (1) удовлетворяют значения х, определяемые формулой
(3) только при четных п, т. е. значения х =  ~  +  2πη,  n G Ζ.

Обратимся к уравнению (4). Полагая cos x — sin x =  t и учитывая, 
что sin 2х =  1 — t2, из (4) получаем 2ί3 — ί — 1 =  0 или 
(t — 1)(2ί2 +  2t +  1) =  0, откуда t =  1. Уравнение 2tz +  2t +  1 =  0 
не имеет действительных корней. Итак, t =  1, т. e. cos x — sin x =  1
или sin у  (cos у  +  sin γ ) =  0.

Если sin γ  =  0, то χ =  2πη,  n G  Ζ;  эти значения х удовлетворяют 
условию ( 1 ) и являются корнями исходного уравнения.

Если cos γ  +  sin γ  =  0, то tg γ  =  — 1, χ =  —γ  +  2πη, η G Ζ  — кор­
ни исходного уравнения.

2) Пусть
cos x < 0. (5)

Тогда исходное уравнение можно записать в виде
(sin x — cos x) (1 +  (1 — 2 sin 2x) (sin x +  cos x ) ) =  0, 

откуда следует, что либо sin x — cos x =  0 и тогда

x =  γ  +  πίζ, к G Ζ,  (6)

либо
1 +  (1 — 2 sin 2х) (cos x +  sin x) =  0. (7)
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Условию (5) удовлетворяют значения х, определяемые формулой (6) 
только при к =  2п +  1, т. е. значения х  =  +  2πη,  п ε  Ζ.

Заменой t =  cos x +  sin x  преобразуем уравнение (7) к виду 
2ιί3 — 3t — 1 =  0 или (i +  1 ) ( 2г2 — 2 t — 1 ) =  0, откуда либо t =  — 1 и 
тогда χ =  π  +  2π,η, η ε  Ζ  — корни исходного уравнения, либо 

1 - V 3  . , 1 - V 3
t =  — 2— > τ · e · sin x  +  cos x  =  — 2— ИЛИ

sin (* + ?) = 4 j f -  (8)

Заметим, что sin =  sin [ f  — т  I =  Щ тг· Поэтому из (8) следу-12 (3  4 j 2у/2
ет, что

X =  - J  +  ( - l )fe+1 - j j  +  лк , k e z .  (9)12

Условию (5) удовлетворяют значения х,  определяемые формулой (9) 
только при к =  2п +  1, т. е. значения х  =  ^  +  2πη,  η ε  Ζ.

2. 110 . χ =  ^ -  +  2 πη,  χ =  π  +  2 πη,  χ =  γ  +  πη,  χ =  —γ  +  2 πη,  

χ  =  —^  +  2πη,  .η £  Ζ

2. 1 1 1 . χ  =  ^  +  2 πη,  χ =  γ -  +  2 πη,  χ =  π  +  πη,  χ =  ~  +  2  πη,

χ  =  —χ +  2πη,  η ε  Ζ.
4

2 . 1 1 2 . χ =  —~  +  2 πη,  χ = π  +  2 πη,  χ  =  j  +  πη,  x =  j  +  2  πη,  

χ  =  тг +  2 πη,  η ε  Ζ.4
2.113. χ =  πη,  η G Ζ.
Р е ш е н и е .  Так как 1 — 2 sin2 x  =  cos 2x и cos x Ф 0, то уравнение 

равносильно каждому из уравнений
2

cos Зх cos 2х cos х/ ~  Ъ · 7 х 1 CLIO Χ.Λ. Ш й  Λ 1(cos 2х — cos 2х sin x)  =  l ,  =  l
COS X 4 /  COS X

cos x cos 2x cos 3x =  l . ( l )

Уравнение ( l )  может иметь решения только в том случае, когда 
| cos х | =  | cos 2х | =  | cos Зх | =  I.

1) Если cos x =  I , то х =  2πη,  cos 2х =  cos Зх =  l .
2) Если cos x =  — I, то х =  π +  2πη,  cos 2х =  l, cos Зх =  — l.
2.114. x =  πη,  η ε Ζ .
2.115. χ = πη,  η ε  Ζ.
2.116. χ =  πη,  η ε  Ζ.
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2 ^  I  н _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  3 t  I   ТС I J l t l    ТС | _  г-77

.117. х  =  ^  ί~ π η , х = у2 ~̂  ~2 ~i х  ~  "“I  +  n E Ζ.
Р е ш е н и е .  Обозначим / ( x )  =  sin 5х cos Зх и рассмотрим два воз­

можных случая: / ( х )  ^ 0, / ( х )  < 0.
1) Пусть

/ ( x )  =  sin 5х cos Зх =  γ  (sin 8х +  sin 2х) ^ 0. ( 1 )

Тогда исходное уравнение можно записать в виде
sin 8х т т / т \. =  4 cos 2х \£)sin 2х

Так как sin 2х Ф 0, то уравнение (2) равносильно уравнению 
2 cos 2х cos 4х =  cos 2х,

откуда следует, что либо cos 2х =  0, либо cos 4х =  γ.
Если cos 2х =  0, то sin 8х =  0, [ sin 2х| =  1, и из (1) следует, что

sin 2х =  1, откуда χ =  γ  +  πη, n G Z.

Если cos 4x =  2 cos2 2x — 1 =  γ, то

cos 2x =  ± · γ ,  sin 2x =  ± γ. (3)

Чтобы провести отбор корней уравнений (24) с учетом условия 
(22), запишем / ( х )  в следующем виде:

/ ( χ )  =  γ sin 2х(4 cos 2х cos 4х +  1). (4)

Так как cos 4х =  γ, то / ( χ )  =  γ  sin 2х(2 cos 2х +  1).
Отсюда и из (3) следует, что / ( х )  > 0 тогда и только тогда, когда 

sin 2х · cos 2х > 0, так как 12 cos 2х | =  V3 > 1. Следовательно, либо
cos 2х =  γ ,  sin 2х =  γ, либо cos 2х =  — sin 2х  =  —γ, откуда
/ л  ТС ι ТС ι ТС И . _  t /г2х =  j  +  πη, х  =  -jY +  - γ ,  n G Ζ.

2) Пусть / ( х ) < 0 ,  тогда исходное уравнение примет вид
sin 2х  п, т2 cos 2х илиsin 2х

cos 2х =  —γ. (5)

Тогда cos 4х =  2 cos2 2х — 1 =  —γ и из (4) следует, что

/ ( x )  =  sin 2х.
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Решив уравнение (5) при условии / ( x )  =  sin 2х < 0, получим
2х =  —γ  +  2 πη,  откуда х =  —̂  +  πη,  η е  Ζ.

2 .  i  л    л i  __________  13л ■____________ __ 5л . л ti ,— гт7.118. χ =  - γ  +  πη,  χ  =  —  +  πη,  χ  =  γ  +  — , п е г .
2 ι  ι  η  __ ТШ __  3t ί Jtfl Д  ι _  n ?

.119. χ  =  γ ,  χ  ~  Τϊ  Ύ ’ χ  =  ~6 ^~ π η ' η Ε : ™·
2 .  л л    л  ι   5 я  ι ли 7л ι_________________r,7. 120 . x =  +  лл, x =  — +  — , χ =  γ  +  лл, п е г .

2 . 1 2 1 . χ  =  лл, χ =  j  +  2лл, п е г .

Р е ш е н и е .  Обозначим sin x =  t, тогда sin Зх =  3t — 4t3, 
cos 2х — cos 4х =  2 sin Зх sin x =  2t(3t  — 4i3). Исходное уравнение 
примет вид

8t4 +  4г3 — 6г2 — 3(ί +  I г |) =  0. (1)
а) Пусть t =  sin x 0, тогда уравнение (1) равносильно уравне­

нию

ΐ2(4ί2 Η- 2ί — 3) =  0.

Если ί =  0, т. е. sin х =  0, то х =  лл, п е г .  Эти значения х яв­
ляются корнями исходного уравнения.

Решив уравнение 4г2 +  2г — 3 =  0, найдем его корни

/2 =  —-, где ij < — 1, 12  > 0. В этом случае исходное уравнение не
имеет корней.

б) Пусть t > 0, тогда уравнение (1) равносильно каждому из урав­
нений

4<4 +  2<3 -  3ί2 -  3ί =  0, 4ί2(ί -  I) +  6f(f -  1) +  3(ί -  1) =  0,

{ t -  1)(4ί2 +  6ί +  3) =  0. (2)

Уравнение (2) имеет единственный действительный корень t =  1. 
Если t =  1, т. е. sin х =  1 , т о х  =  у  +  2лл, п е г .

2. 122 . х =  2 лл, х =  ^ +  2 лл, п е г .

2.123. х =  лл, χ  =  γ  +  2лл, п е г .

2.124. х =  -| +  лл, х =  л +  2лл, п е г .

2.125. x =  ±  arccos +  2лл, п е г .
Р е ш е н и е .  Возводя обе части данного уравнения в квадрат, по­

лучаем уравнение
sin2 х (1 — cos х — 2 sin x) =  1 +  2 sin x cos х, ( 1 )

являющееся следствием данного уравнения.
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Преобразуем уравнение (1):

2 sin3 x  +  sin2 x  cos x  +  cos2 x +  2 sin x  cos x  =  0,

2 sin x(sin2 x  +  cos x) +  cos x(sin2 x  +  cos x) =  0,

(2 sin x +  cos x) (sin2 x +  cos x) =  0.

а) Если 2 sin x +  cos x =  0, то исходное уравнение примет вид 
sin x =  sin x +  cos x, откуда cos x =  0, и тогда sin x =  0, что невоз­
можно.

б) Если
sin2 x +  cos x =  0, (2)

2 < η  ι ± V T  1+V 5Vт. e. cos x — cos x — 1 =  U, то cos x =  —2—> гДе —2— ’ и П0ЭТ0МУ
1 - V 5  cos x =  — -— ,

1 д/5*χ =  ±  arccos —2-----1- 2лп ,  я e  Ζ.

При выполнении условия (2) имеем

V I — cos х — 2 sin x =  V 1 +  sin2 x — 2 sin x =  1 — sin x,

и поэтому исходное уравнение принимает вид
sin x — sin2 x =  sin x +  cos x, или sin2 x +  cos x =  0.

Таким образом, исходное уравнение равносильно уравнению (2). По­
этому значения х определяемые формулой (3),  и только эти значе­
ния, являются корнями исходного уравнения.

2.126. х =  ( — 1)” arcsin ̂ 2  1 +  лп,  n E  Z.

2.127. x =  ±  arccos 1 +  2лп,  n E  Z.

2.128. х =  (—1)” arcsin ̂ 2  1 +  лп ,  n E  Z.

2.129. x =  ±  ^ arccos 1 ^  +  лп,

x =  arccos ^ 2 "' πη’ п е  
Р е ш е н и е .  Воспользуемся формулами

sin Зх =  sin х(3 — 4 sin2 x) =  sin х(2 cos 2х — 1),

cos 6х =  cos 2х(4 cos2 2х — 3) (1)

и рассмотрим два Возможных случая: cos 6х > 0, cos 6х < 0, учитывая 
при этом, что

cos 2х =*= 0, sin х *=0 . (2 )

а) В первом случае нужно решить уравнение
2(2 cos 2х +  1) =  4 cos2 2х — 3 (3)
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при условии
cos 6х > 0. (4)

Положим cos 2х =  t, тогда уравнение (3) примет вид 4t2  — 41 —
с А О  4 1 -У 6 1 +v7T 1— 5 =  0. Это уравнение имеет корни tx =  —2— и ί2  =  —2— > *■·

Итак, cos 2х =  1 ^  < 0, откуда

x  =  arccos 1 +  ля, η ε  Z.  (5)

Из равенства (1) следует, что
cos 6х =  tx(4t 2 — 3),

где 4/2 — 3 =  (1 — V 6 ) 2  — 3 =  4 — 2V6 < 0.
Поэтому cos 6х > 0, если cos 2х =  i, =  1 ^ , где tx < 0. Итак, ус­

ловие (4) выполняется, и значения х,  определяемые формулой (5), 
являются корнями исходного уравнения.

б) Во втором случае (cos 6х < 0) нужно решить уравнение
4t2  +  4 t -  1 = 0 ,  t =  cos 2х.

Это уравнение имеет корни

Проверим выполнение условия
cos 6х < 0, 

используя формулу (1).  Получим
cos 6х =  t x(4t 2  — 3),

где 4t\  — 3 =  (V2 -  I )2 -  3 =  -2V 2  < 0.
Так как > 0, то cos 6х < 0, и поэтому корни уравнения
~ Ή· — ι cos 2х =  — 2— > т· е· числа

, 1 V2 - 1 , гу,х  =  ±  2 arccos —2 V πη, η ε  £

являются корнями исходного уравнения.
2.130. χ  =  +  πη,  х =  \  arccos +  πη, η ε  Ζ.

2.131. χ =  arccos ί 1 +  πΐί, χ  =  —  arccos ί^ 2 ' j +
Λ - π Ι ί , Ι ί ε ' Ι . .

2.132. χ =  +  πΐί, χ  =  arccos ί —τ') +  л (2к +  1), к ε  Ζ.



3.1. χ  =  γ
Р е ш е н и е .  Заметим, что функции, входящие в уравнение, опре­

делены при
0 < χ < 2> ^ ^ 1 · ( 1 )

Переходя к логарифмам по основанию х,  преобразуем уравнение 
к виду

log2 (3 — 2 х) =  logx (3 — 2 х)  +  2 ,

откуда
log,,. (3 ~ 2х) =  2 , logx (3 — 2 х)  =  — 1 .

В первом случае
3 — 2х =  x2, x t =  —3 , х2 = 1 .

Во втором случае
3 — 2х =  - ,х

, 1 
х3 =  i, х4 =  2·

Условиям ( 1 ) удовлетворяет лишь x =  L·
„  _ _ L  _ з3.2. x — I2, х — 4

3.3. x =  | ,  х =  2.
Ж А  _  1 _  23.4. х — б, х — 3.

3.5. х ^ О, χ  ^  — γ  0 < х < ^, х > 1 .
Р е ш е н и е .  Так как 16х4 — 8х2 +  1 =  (4х2 — I )2, то функции, 

входящие в неравенство, определены при | χ | ^  γ  а само неравенство 
равносильно каждому из следующих:

— 4 —  < } ,  14х2 — 11 > Зх. (1)
14х — 1 1 3

Левая часть (1) неотрицательна, поэтому все значения х такие, 
что

x s£ 0, х — γ

являются решениями неравенства.
При х > 0 возникают две возможности, связанные со знаком числа 

4х2 — 1.

3. ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ,
СИСТЕМЫ И НЕРАВЕНСТВА
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1) х > \ ,  тогда 4х2 — 1 > 0, и неравенство (1) эквивалентно

4х2 — 1 > Зх, или (х — 1) (4х +  1) > О,

откуда с учетом условия х > -  получаем χ > 1 .

2 ) 0 < x < j ,  тогда 4х2 — 1 < О, 1 — 4х2 > Зх,

(χ +  1) (4х — 1) < 0, откуда 0 < х < -т.

3.6. x £

3.7. х £

- с о ;  U 'V3; 0 ) U ( ν  Λ) U (vT;V2

и и ( 1 ; +  ос)V5 ’ 5

3.8. X £  {( — 00; — V2) и  ( — V2; 0) U 0, U [2, +  со)}.

3.9. x =  ^ arccos ^ +  л к  =  arctg V3/5 +  лк,  к £  Z.

3.10. x =  arccos ^ +  (2я +  1)л, я £  Ζ.
1 23.11. x =  2 arccos -̂  +  ля =  arcctg V5 +  ля, я £  Z.

2
3.12. x =  arcsin 2 +  (2я +  1)л,  я £  Z.
3.13. - 2 .
ЗЛ4. f .
3.15. - 1 .
3.16. \

3.17. log7 |  < x < log7 0 < x < log7 4.
3.18. log5/2 2 < x < 1, x < —1.

3 13.19. Iog5 fQ < л < Iog5 -j, О < x < Iog5 3.

3.20. log2g/9 3 < x < 1, x <
3.21. x —1, Vlog5 6 < x < V2.
3.22. — log2 10 < x < — 1.
Р е ш е н и е .  Неравенство равносильно системе неравенств 

2 ~х -  1 =* О,
. з  _  V2“x -  1 > О,

3 -  V2-x -  1 < 2~х.
Положив у - 

3 — у < Vy — 1. 
Отсюда

получаем неравенства у S 1, Vy — 1

1 s£ у < 10

и 3 — (z2 +  1 ) < z, где z =  Vy — 1 3= 0.

или

< 3 ,

(1)
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Имеем: ζ2 +  ζ — 2 > 0, ζ > 1, так как ζ > 0, т.е. Vy — 1 > 1 , у >2.  
Учитывая (1),  получаем: 2 < у < 10, 2 < 2~х < 10, откуда

— log2 10 < х < — 1 .
3.23. x — 1, Vlog4 5 < x < V2.
3.24. — log3 18 < x < —1.

3.25. — у < x — у, χ3*0.
Р е ш е н и е .  Область определения функции записывается в виде си­

стемы неравенств

а) В этом случае 1 +  6х 3* 1, log2 (1 +  6х) 3* 0 и неравенство (1) 
справедливо в силу того, что оба слагаемых в левой части неотрица­
тельны.

б) 1 +  7х < 1, тогда log2 ( 1 + 7 х ) < 0 и  неравенство (1) принимает 
вид

3 log2 (1 +  6х) — 2 log2 (1 +  7х) 3= 0, (1 +  6х )3 35 (1 +  7х)2,

216х3 +  59х2 +  4х 35 0, 216х2 +  59х +  4 sS 0 ( х < 0 ) ,

Таким образом, область определения функции задается неравенст­
вами

1 +  6х > 0,
1 +  7х > 0,
log4 (1 +  6х) +  | logi (1 +  7х) | > 0,

8

равносильной системе

7 ’
3 log2 (1 +  6х) +  2 1 log2 (1 +  7х) | 35 0. 

Рассмотрим два случая: а) х 35 0, б) — у < х < 0.

(1)

8

3.29. x < log32 х > ι.

3.30. log3 у  < χ ξ  1.

χ ^ 0.

χ 3= 0.

X 35 0.

3.31. χ  < log13 1 , x > 1.
3.32. 2 — log4 5 < x «S 1.
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3.33. — у < х < — | ,  — у < х < О, х > 0.

3.34. — — у < х < О, х > 0 .

3.35. — | < х <  — у ,  — у < х < 0 ,  х > 0 .

3.36. — у < х <  —у, — у < х < О, х > 0 .

3.37. х < -  | ,  — -jy < х < 0.

3.38. х < — у ,  0 < х < уу.

У к а з а н и е .  Заменой и — log2 у̂ — x j , v =  log2 12х +  у | неравен-
1 2 2ство сводится к виду у — > и — у г или v(u  — v) (u  — 2v) > 0. Здесь,

если υ > 0, то и < υ или и > 2 ν, если же ν < 0, то 2 ν < и <  υ.
3.39. —2 < х < — у ,  — у < х < 0.

3.40. у  < х < у ,  — у  < х < — у.

3.41. χ =  л +  arccos у +  2πη, η ε  Ζ.

3.42. x =  у  +  у arcsin у +  2πη; χ =  π — у arcsin у +  2πη, η ε  Ζ.
3 23.43. χ =  π +  arcsin -  +  2πη; χ =  arcsin у +  2 πη, η ε Ζ .

3.44. χ =  у arcsin у +  2πη; χ =  у  — у arcsin у +  2πη, η ε  Ζ.
~ 25 25 5 . ,3.45. - ? γ < χ < - γ ,  7 < χ < 1 .9 4 6

3.46. у < χ < 1, 3 < χ <  11.
1 1 1  13-47. 9 < X < 4, 30 < ^ < 25*

3.48. у  < χ < у ,  у < χ < 1.
3.49. χ < —1, log3 2 < x ^ log3 10 — 1.
3.50. —1 ζ  x < 0, χ > log2 1 7 — 1.
3.51. x < — 1, 2 < x s S  log2 1 7 — 1.
3.52. log3 2 — 1 ζ  x < log3 2, x > 2.
3.53. ( - 3 ,  - 2 )  U  ( - 1 ,  0).
У к а з а н и е .  Неравенство равносильно совокупности следующих 

систем неравенств:

2 ~х — 1 < 2_x_1 +  1 , 
4~х > 1 ,
| χ +  2 | > 1 ;

2“х — 1 > 2_χ_1 +  1 , 
4~х > 1,
0 < |х  +  2 | < 1 .

3.54. (0, 1) U (2, 3).
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3.55. (—f . - l )  U ( - ί ·») ·

3.56. (о ,|) и
3.57. х, =  —7, х2 =  0, х3 =  3.
У к а з а н и е .  Исходное уравнение равносильно уравнению 

2х  +  9log7 | х — 1 1 +  log7 2х+д =  0, которое равносильно совокупности двух 
систем:

x > 1 , Jx < 1 ,
(2х +  9) ( х  — 1) =  7х +  9 И | ( 2 х  +  9)(1 — х) =  7х +  9. 

3.58. Х[ =  0; х2 =  2; х3 =  5.
3.59. х 1 =  0; х2 =  7; х3 10.
3.60. Xj = —2; х2 = 0; х3 = 3.

2(ab  +  а  +  1 )3.61.

3.62.

3.63.

3.64.

ab +  3a +  2 
1 + 2  a + a b
1 + а  +  2 ab'

3  +  а  +  ab
2 + а +  2 ab'
2 + а +  2 ab  
1 + 2  a + a b '

3.65. -  i  ί  x < 0.

3.66. — 1 < χ < — L· — - j <  x < 0 ,  0 < х < 1 .2 ’ 4

3.67. -

3.68. — 1 < x < — ^ < x < 0, 0 < x < 1.
Р е ш е н и е .  Данное неравенство равносильно неравенству

logxi |5х  +  2| < logx2 | х | ,

которое равносильно совокупности следующих двух систем неравенств
М  > 1 . m
15х +  2 1 < | х | ,

о < |х|  < 1 , m
|5х +  2| > | х | . к >

Чтобы решить системы (1) и (2),  построим графики функций 
у = | х |  и у =  |5х  +  2| (см. рис.).

Эти графики пересекаются в точках А и В, абсциссы х, и х2 ко­
торых являются корнями соответственно уравнений 5х +  2 =  —х и 
—5х — 2  =  —х,  откуда находим Xj =  — х2 =  — ^.
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1) Если | х | > 1, то график функции у =  15х  +  2 1 лежит выше 
графика функции у =  | х | . Поэтому система (1) не имеет решений.

2) Если 0 < | х | < 1, то график 
функции у =  15х +  2 1 лежит вы­
ше графика функции у =  \ х  \ на 
интервалах Aj =  (—1 , х2), Δ 2 =
=  (х,,  0) и Δ3 =  (0, 1). Поэтому 
множество решений системы 
(2 ) — объединение интервалов
Ар δ 2 и  δ 3.

3.69. х =  ( - 1 ) η + 1£ +  π п,

3.70. х +  2πη,  п

Р е ш е н и е .  Преобразуем уравнение к виду t2  log6 2 =  t log6 12, где 
ί =  log2 (4 cos x +  3).

Если t =  0, то_4 cos x +  3 =  1, τ. e. cos x  =  — j .
; log2 12, то 4 cos x + 3 = 1 2 .  Это уравнение неЕсли t ■■

log6 12

loge 2 
имеет корней.

3.71. x =  — у  +  2jm, л e  Z.
3.72. x =  π -f 2κη,  n G Ζ.
3.73. (2; - 3 ) ,  ( - 6; 1).
Р е ш е н и е .
Первое уравнение системы можно записать в виде 

log2 [ху(х +  2 у ) ) +  log2 4,

а множество допустимых значений х, у определяется условием
ху(х +  2у) > 0. ( 1 )

При выполнении условия (1) исходная система равносильна сис­
теме

г(х +  2у)2 =  16,
\ х у \  =  (2)

6

а система ( 1 ) —(2) равносильна совокупности двух систем
[х +  2у =  4,
[ху =  6

и
х +  2у =  —4, 
ху =  —6.

(3)

(4)



160 ЛОГАРИФМ ИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ · ОТВЕТЫ И РЕШ ЕНИЯ

Исключая х из системы (3),  получаем уравнение у2 — 2у +  3 =  0, 
не имеющее действительных корней. Поэтому система (3) не имеет 
действительных решений.

Из системы (4) получаем уравнение у2 +  2у — 3 =  0, имеющее 
корни у1 =  —3, у 2  =  1 .

Поэтому исходная система имеет два решения: (2; —3) и 
( - 6; 1).

3.74. ( - 3 ;  1).[ 2’ 2 j
3.75. (1; - 6), ( - 3 ;  2).

3.76. (3; 1).

3.77. -VT5 < x < - ~ 2̂ , 5 < x < 6.
Р е ш е н и е .  Исходное неравенство равносильно следующему

1 <  х_2- | х |  ~ 12 <  2  ( 1 )
х +  3

а) Пусть х > 0, тогда х2 — |х | — 12 =  (х — 4)(х +  3) и неравенст­
во ( 1 ) примет вид 1 < х — 4 < 2, откуда 5 < х < 6.

б) Пусть х < 0, тогда неравенство (1) записывается в виде

1 < £ ! Т Т з ^ < 2· (2)
Если —3 < х < 0, то неравенство (2) равносильно неравенству 
х +  3 < х 2 +  х — 12< 2(х +  3) или системе неравенств

|х 2 — х — 18 < 0, i x j < x < x 2,
[х2 — 15 > 0, ° ТКуДа [ | х |  > Л 5 ,

1 —у/ТЗ 1 +т/ТЗгде Xj =  — 2— , х2 =  — 2— .
Система неравенств

|х| >•/15'.
-3 < х < О 

несовместна.
Если х < — 3, то система (2) равносильна системе 

ι ( х  — х , ) ( х  — х 2) >  О,
|х | < vT5,

откуда —VT5 < х < х р так как Xj > —VT5.

3.78. 1 - V 3 7  < х <  2~ ^ , γ  < х < 6.

3.79. 5 ~ ^ - < x < 1 -  VT9, 4 < х < 7.

3.80. -  < χ < - ,/б Т , ψ  < х  < 9.
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3.81. (1 - V 2 ;  V2).
Р е ш е н и е .  Потенцируя, получаем систему

[5у — х — 2 =  3 |х  — у |, (1)
[у — 2 — 4ху - З у | х | ,

являющуюся следствием исходной системы.
а) Пусть х > 0, тогда | х | =  х и , с  учетом условия х < у из первого 

уравнения системы ( 1 ) получаем у — 1 — х.
Тогда второе уравнение этой системы преобразуется к виду

7 уг — 6у — 2 =  О, 

откуда ъ + т  3_  4_ ^ -
У\ =  7 > Ут. ~  η 1 Х 1 = ----- 7----- ’ х 2 ~  η  *

При х =  х2, у =  у2  не выполняется условие х < у, а при х =  х и 
у =  у { выражение под знаком логарифма в первом слагаемом левой 
части первого уравнения исходной системы отрицательно.

б) Пусть х < 0, тогда из системы (1),  с учетом условия у > х, 
получаем у =  1 — х , а из второго уравнения следует, что у2 =  2 , 
откуда

у3 =  —V2 , у4 =  V2 , х3 =  1 +  V2 , х4 =  1 — V2 .

Пара чисел (х3; у3) не удовлетворяет условию х < у, а пара чисел 
(х4. у4) удовлетворяет этому условию и исходной системе.

3.82. f l — V3; y = j .

3.83. ( l - V 2 ; ^ J .

3.84. ( 1 - V 3 ; V 3 ) .
3.85. < * < ^, x ^  2.
Р е ш е н и е .  Полагая log2 х =  I и учитывая, что х > 0 ,  

log4 x2 =  log2 х (при х > 0), преобразуем исходное неравенство к виду
 ! (1)|i + l | - 2  " |< | -  Г

Рассмотрим три возможных случая: 7 ^ — 1, — 1 < 7 < 0, 7^0 .
1) При 7 s£ — 1 неравенство (1) равносильно каждому из нера­

венств α+- 3)2(Γ+ ΐ ) ^ 0 ’ откуда
3 < 7 < 1, т. e. — 3 < log2 x <  — 1, |  < x < -L

2) Если — 1 < 7 < 0, то из (1) следует, что или
21

(t + i ) ι) 0ТКУДа 1 < или 0 ss 7 < 1. В этом случае неравен­
ство ( 1 ) не имеет решений.
6 -  2771
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3) При t > 0  из (1) следует, что ^ J~[-  Это неравенство яв­
ляется верным при всех ί > 0 , кроме t =  1 , т. е. при x > 1 и χ  Ф 2 .

3.86. О < х < ^, ^ < x ^ 1, 4 < х < 16.

3.87. ^ 2  < х < ^ > 1 ^ х < 3 ,  х > 3.

3.88. ^ < x < 1, х ̂  3, х ф 9 .

3.89. (3; 0), - Щ .
Р е ш е н и е .  Исходную систему запишем в виде 

[l°g3 (х ~  У) -  l°g3 (x  +  2у)] [log3 ( х - у )  + 2  log3 (х +  2у)] =  0, ( 1 ) 
( х - у ) ( х  +  2у) = 9 .  (2)

Из (1) следует, что либо
х - у  =  х + 2 у, (3)

либо
( х - у ) ( х  +  2у)2 =  1. (4)

Если выполнены условия
х  — у > 0, х + 2у > 0, (5)

то система (1),  (2) равносильна совокупности систем (3),  (2) и (4),  
(2). Первая из этих систем имеет единственное решение (3; 0), удов­
летворяющее условиям (5), а вторая система, равносильная системе

* +  2y =  i ,
х — у =  81,

/с-ч (1459 728\для которой выполняются условия (5),  имеет решение I

3.90. (2; 0),

3.91. (2; 0),

3.92. (3; 0 ) , f e  - Щ .

3.93. ^0;log3Tf j ,  (b g 3 ~ ; log3 . 
Р е ш е н и е .  Возводя в квадрат обеэе части второго уравнения систе­

мы, получаем х + у2  =  х 2 +  2ху  + у 2  или
х ( х +  2у — 1) =  0 , ( 1)

откуда следует, что либо х  =  0, либо x  =  1 — 2у.
Уравнение (1) равносильно второму уравнению исходной системы, 

если
х  +  у > 0 .  (2)
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а) Пусть х =  0, тогда из первого уравнения получаем
ον 36 , 36Зу =  уу, откуда у =  log3 уу.

Пара чисел ^0; log3 yyj удовлетворяют условию (2) и является
решением исходной системы.

б) Пусть x =  1 — 2у, тогда из первого уравнения системы получа­
ем 32~у +  7 · Зу ~ 2  — 8 или i +  y =  8, где t = 32~у. Уравнение 

/2 — 8ί +  7 =  0 имеет корни ί, =  1, ίτ — Ί.
Если 1 — 1, то 32~у =  1, откуда у =  2, х  =  — 3. Пара чисел 

(—3; 2) не удовлетворяет условию (2 ).
Если t =  7, то 32~у =  7, Зу =  у =  log3 | ,

ν =  1 -  2 log3 у =  log3 уу.

Пара чисел ^log3 уу; log3 yj удовлетворяет условию (2) и является 
решением исходной системы.

3.94 . 0̂; log2 y p j  , (2 log2 7 — 6;4 — log2 7).

3.95 . |θ; log5 |yyj , (2 log5 8 — 3; 2 — log5 8).

3.96. (O; log3 , (2 log3 8 -  4; 3 -  log3 8).

3.97. —4 < x < 1 — 2V6, —VT5 ξ  x ξ  —у ,  - 3 ί χ ί  \ΓΓ5, 1 +  2V6 <
< χ  < 6.

Р е ш е н и е .  Область Ε  допустимых значений неравенства опреде­
ляется условиями 2х +  9 > 0, 2х +  9 Ф 1, 24 +  2х — х 2  =
=  (х  +  4) (6 — х) > 0, 24 +  2х — х2 =*= 1. Отсюда следует, что Е  — 

интервал (—4; 6) с выброшенными точками χ ι =  1 — 2 V6 , 
х 2 =  1 +  2V(), где х 3 «  — 3,8, х2 *=» 4,8.

Обозначим t — log2x+9 (24 +  2х — х2), тогда неравенство примет 

вид t +  у ^ 3 или —— — —— ^ 0, откуда следует, что либо t < 0, либо
1 s s*s ; 2 .

а) Пусть t < 0, т. е.

log2x+9 (24 +  2х — х2) < 0. (1)

Если х & Е,  то 2х +  9 > 1 и неравенство (1) на множестве Е  рав­
носильно неравенству 24 +  2х — x2 < 1 или

( х - х , ) ( х - х 2) > 0.

6*
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Поэтому множество решений неравенства (1) — объединение ин­
тервалов ( —4; Xj) и (х2; 6).

б) Пусть 1 2, т. е.

1 *= log2;c+g (24 Ί- 2х — x2) 2. (2)

Так как 2х +  9 > 1 на множестве Е,  то неравенство (2) равносиль­
но неравенству

2х +  9 *= 24 +  2х — х2 *= (2х +  9 )2, 

которое равносильно системе неравенств

5х2 +  34х +  57 =  5(х  +  3) (x +  y j  ?  О, (3)

х2 =£ 15. (4)

Множество решений неравенства (3) — объединение промежутков 
χ ί  —3 и х ?  — -у, а множество решений неравенства (4) — отрезок

1-VT5; VT5 ], где х { < —VT5 < — ^  < —3, VT5 < х2. Следовательно, 
множество решений неравенства (2) состоит из отрезков 

и [—3, VT5].V T 5,

3.98. - 1 1  < χ < - 1  -  3VTT, -V 7 9  *£ х *£ 7, у  *£ * *£ V79,
- 1  +3VTT < х <  9.

3.99. - 2  < x < - V 3  *£ χ *£ - 1  =£ x « V3,
i + Ί 2Λ < х < 3 .

1  1 пл  11 ^  ^  1 т  /гг V73 „  5 7 _ ^  V733.100. 2" X < —2 — ’ 2 * ^ “ ’
+  2V6 <  х <  | .

3.101. у = £ х < 2 ,  х >  8.

Р е ш е н и е .  Область допустимых значений неравенства опреде-
X  §  оляется условиями -----------=  -------—-----— > 0, х > 1 ,  х=*=2, откуда

X — 2х — 3 (х +  Ш х - З )  >
следует, что Е  — объединение интервалов 1 < х < 2 ,  2 < х < 3 , х > 8 .
Так как 2 =  lo g ^ ry  (x  — 1) при х >  1, то исходное неравенство на
множестве Е  равносильно неравенству

6 '/^ г г (Λ. _ 3 ) (Λ:+1) " υ ·

Рассмотрим два возможных случая: 1 < х < 2 и х > 2 .
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1) Неравенство (1) равносильно каждой из систем неравенств

(x  — 8 ) ( х  —  1 )

( х  — 3 ) ( х  +  1 )  

1 < х  < 2 ;

11

11
х - т

( x  — 3 ) ( х  +  1 )  

1 < х  < 2 ,
«О,

откуда следует, что у  ^ х  < 2 .
2) Неравенство (1) равносильно каждой из систем неравенств

0 <  ( х - Ш - и  ^  χ
( х  — 3 ) ( х  + 1 )  ^  ’ 

х  > 2 ;

_п 
' 7

( х  — 3 ) ( х  +  1 )  

х  > 8,
> 0,

откуда получаем, что х  > 8.
3.102. х  <  —6, 0 <  x  s£ 3/7.
3.103. 25/7 ^ х  < 4, х > 10.
3.104. —3/7 ss х < 0, х  > 6.

3.105. 6 < х < у ,  7 < х < 8.
Р е ш е н и е .  Область £  допустимых значений неравенства опреде­

ляется условиями х ^ —1, х ^ 9, Vx +  1 > V9 — х ,  2х — 12 > 0, 
2х — 12 5*1, откуда следует, что £  — объединение промежутков 
6 < х < 6 ,5  и 6,5 < x s£ 9. На множестве £  исходное неравенство рав­
носильно неравенству

2 loS2x - i 2 (Vx +  1 — V9 — x )  < log2x_12 (2x — 12). (1)

1) Пусть х ё  |б , -y j , тогда неравенство (1) равносильно каждому

из неравенств (Vx +  1 — V9 — х ) 2 > 2 (х  — 6 ), 11 — x > V9 +  8х — х2, 
121 — 22х +  х 2 > 9 +  8х — х2, х 2 — 15х +  56 =  (х  — 7 )(х  — 8) > 0, от-

(а 13>)куда следует, что значения х из интервала 6, у  — решения нера­
венства (1 ).

2) Пусть x £  р у  9 j , тогда неравенство (1) равносильно неравен­

ству (х  — 7 ) (х  — 8) < 0, откуда 7 < х < 8.
3.106. 4 < х < 9 /2 , 5 < х < 6.
3.107. 5 < х < 11/2, 6 < х < 7.
3.108. 4 < х  < 17/4, 9/2 < х  < 5.
3.109. —2 < х < — 1, — 1 < х < 0, 0 < х <  1, х > 2 .
Р е ш е н и е .  Область определения неравенства — множество зна­

чений х таких, что
х > —2, х ^  0.



166 ЛОГАРИФМ ИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ · ОТВЕТЫ И РЕШ ЕНИ Я

1) Пусть lg (х +  2) < О, тогда — 2 < х < — 1, lg2 (х +  2) > О, 
[lg х2| > О,

V3 lg2 x 2 +  IgJ (x +  2) > л/3 I lg х2| > lg χ 2 +  lg (χ +  2 ).

Следовательно значения х из интервала (—2, —1) — решения исход­
ного неравенства.

2) Пусть lg (х +  2) =  0, тогда х = —1, а при х =  —1 обе части 
исходного неравенства обращаются в нуль (неравенство 0 > 0 не яв­
ляется верным).

3) Пусть

множество решений неравенства (2 ) — совокупность промежутков 
t < 0 и t > 1 .

каждому из неравенств lg x 2 > lg (х +  2 ), х2 — х — 2 > 0, откуда 
х > 2 , так как х > — 1 в силу ( 1 ).

(1)

V bt2  +  1 > t -f- 1 , (2)

Неравенство (2) будем решать 
с помощью графиков функций
у =  V 3 ? T T  и у =  t +  1 (см. 
рис.).

Графики пересекаются при 
t =  0 и t =  t0, где tQ — положи­
тельный корень уравнения

■*l~ (V3/2 +  1 ) 2 =  (t +  I ) 2, т. е. урав­
нения 2 / 2  — 2 / =  0 , откуда / 0 =  1 . 

П р и ? < 0 и ? > 1  график функ-

К задаче 3.109. ции у =  V3t2 +  1 лежит выше гра­
фика функции у =  t +  1. Поэтому

|n
Неравенство t =  )~ (хт[_2) < 0 с учетом условия (1) равносильно не­

равенству Jg х2 < 0, откуда 0 < | х | < 1.
|о ^

Неравенство t - — -■ - + > 1 с учетом условия (1) равносильно

3.110. О < x < 1, 1 < х < 2 ,  2 < х < 3 ,  х > 4 .
3.111. х < —2, —1 < х < 0, 0 < x < 1, 1 < х < 2 .
3.112. —1 < х < 0, 0 < x < 1, 1 < х < 2, х > 3.
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ЗЛ13.

Р е ш е н и е .  Разложив левую часть второго уравнения системы на 
множители, запишем его в виде

(2х — у +  1 ) ( х  — у — 1 ) =  0 .

1) Если у =  2х +  1, то 5х — Зу — 1 =  — х — 4, Зх — у +  1 =  х. Так 
как неравенства — х  — 4 > 0 и х > О несовместны, то в этом случае 
система не имеет решений (левая и правая части первого уравнения 
не имеют общей области определения).

2) Если у =  х  — 1, то первое уравнение системы примет вид
log5 2 -flo g 5 (х Ч -1) log2 (x +  l )  — 1

откуда

log5 (x + 1 )  log2 (x + 1 )  + 1  ’

log5 2 +  log5 2 -log2 (x +  1 ) +  2 log5 (x +  1 ) =  0, 

log5 2 +  3 log5 (x +  1) =  0, 2(x +  l )3 =  1,

X =  ~ 1 + W  >> =  * - 1  =  - 2 + з ^

3·114· ί ν ι + 1 ; έ + 2 | ·

3·115· y - f e f e - 1) ·
3.116. | 2 + 3 - L ; - l - 3 ^ .

3.117. Ц ^ < х < 0 ,  0 < x 1 < x < ^ +12 ” , 2 > * '  Λ " 2 ’
Р е ш е н и е .  Область определения неравенства — множество зна­

чений х, удовлетворяющих условиям:
а) х > — 1 , х ^  0, χ  ^  1 ; ( 1 )
б) !  +  1ο8ϊ 2 ( * + 1 ) > 0; (2 )
в) знаменатели дробей в обеих частях исходного неравенства не 

обращаются в нуль.
Найдем сначала решения неравенства (2), равносильного неравен­

ству
iogU| ( х +  i) 3=-ί. (3)

Если х > 1 ,  т о | х | > 1 , х + 1 > 2 ,  logxz (χ +  1) > 0, и поэтому значе­
ния χ > 1 — решения неравенства (3). Если 0 < |х | < 1, то неравен­
ство (3) равносильно неравенству
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Значения х е  (—1; 0) — решения неравенства (4),  а при х  е  (0, 1) 
из (4) следует неравенство χ 2  +  х — 1 < 0, решениями которого, с 
учетом условия 0 < х < 1 , являются значения х  £  (0, х0], где

х 0 =  0 < х 0 < 1 .
Итак, множество Е  решений неравенства (2),  удовлетворяющих 

условиям ( 1 ), представляет из себя совокупность промежутков

— 1 < х < 0, 0 < х ^ ~~2 —~, х > 1 · (5)

Считая, что ί 6 £ ,  преобразуем исходное неравенство, умножив 
обе его части на φ(χ)  =  Vl  +  log^j ( х + 1 ) +  V3, где φ(χ) > 0 при 
χ е  Е,  и переходя к логарифмам по основанию | х | . Получим равно­
сильное неравенство

ν 2 φ (χ )  logu | 3 V2 logu | 3 
h (x )  "" h(x )  ’

где h( x )  =  logU | (x +  1 ) -  2 =  logw

Отсюда следует, что указанное выше условие в) для области опре­
деления неравенства выполняется, если h(x)  Ф 0. Неравенство (6) 
равносильно на множестве Е  неравенству

1̂ 1 * 0, О )
h(x)

так как φ(χ)  — 1 =  Vl +  log| я| ( х + 1 ) +  V3 — 1 > 0.
Если I χ I < 1, то log|x| 3 > 0, и неравенство (7) равносильно на

множестве Е  каждому из неравенств Л(х) =  logi , 0, ^ - γ - >  1,
1 1 X X

χ2 -  χ -  1 < 0. (8)

Множество решений неравенства (8) — интервал Ε χ =  {χν χ ^ ,
1 - V 5  1 + V 5  , пгде х, = — -— , х2 =  — -— , где — 1 < х, < 0, х2 > 1 , а множество ре­

шений исходного неравенства — пересечение множеств Е  и Ε ν  т. е.

совокупность промежутков | 1 , 0 ) , | 0, ^  1
V5"— 13.118. - ^ i ^ < x < - 1 ,  ^ 1 < х < 0 ,  0 < х <  2 .

3.119. < χ  < 0 ,  0 < χ < ^ ί ,  1 < х < ^ ± 1 .

3.120. <  χ  <  — 1 , ^-=2^ * £ х < 0 ,  0  <  χ  <

3.121. (4; - 2 ) .
Р е ш е н и е .  Первое уравнение можно записать так: х2 — у 2  +  

+  х +  5у — 6 =  0 или (х +  у — 2) (х — у +  3) =  0, откуда
х =  У 3 (1)
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ИЛИ
х =  2 - у .  (2 )

Из второго уравнения системы следует, что
2 — у > 0, д: > 0 , x ^ l .  (3)

а) Если справедливо равенство (2),  то из второго уравнения сис­
темы находим х  =  у2, откуда, используя равенство (2), получаем 
2 — у  =  у 2  или (у — 1) (у +  2) = 0 .  Пусть у  =  1, тогда χ  =  1, и не вы­
полняются условия (3). Пусть у =  —2, тогда х  =  4 и (4; —2) — ре­
шение данной системы.

б) Если справедливо равенство (1) и условия (3),  то у > 3  и 
у < 2 , что невозможно.

3.122. (6, 2).
3.123. (5, - 2 ) .
3.124. (3, 2).
3.125. —6 л $  —4, 4 < χ  < 6.
Р е ш е н и е .  Пусть | x  | =  t. Тогда исходное неравенство равносиль­

но каждому из неравенств

O c l o g g i b f U l ,

(1)

Неравенство (1) равносильно каждой из следующих систем нера­
венств:

t2- \ o t  + : 
t - з 

t2 - 3 t  +  3 
t - 3

откуда следует, что 4 < t < 6, т. e. 4 ^ | x\ < 6. 
3.126. *£х*£-1 ,  1



4. ПЛАНИМЕТРИЯ

4.1. -  а.
Р е ш е н и е .  Пусть окружность касается АВ, АС и Μ Ν  соответствен­

но в точках Р, S  и Г  (см. рис.). Обозначим АВ =  χ, А В АС  =  а, тогда
В М  =  ^ х.  По свойству касательных AS =  АР = М Р  =  М Т  =  АВ  — 

-  (АР +  ВМ ) = х  -  (7  +  тг) — j x  — j , N T  =  N S =  NC +  C S =  а +

+  \  =  \ a , M N  =  N T  +  М Т  =  ~ а + \ х ~ \  =  а +  \ х .  
По теореме косинусов

M N 2  =  А М 2  +  A N 2

α + τ χ

или

lA M -A N -co s  а,

+  4а2 — 2 · ̂  х ■ 2а ■ cos а,

7 о 7 — х =  За — -г x cos а,

2  /  \  2

/1S а где c o s a  =  ^  =  ^ .
р  7  о 7 а 5Следовательно, ^ χ =  За — откуда х =  -  а.

4.2. г = V5’
4.3. А К  =  ~ а .

4.5. 5 =  32.
Р е ш е н и е .  Поскольку по условию L A C D  =  то АО — диаметр и

L A E D  = ^  (см. рис.). Так как AD  — биссектриса, то треугольники
ACD  и AED  равные. Пусть АС  =  Зх, тогда А Е  =  Зх, АВ — 5х, Е В  =  2х, 
СО =  4х (по теореме Пифагора). Из подобия треугольников ABC и

DB е в  Λ   _ 5 3EDB  вытекает, что -г̂ т =  ’ АВ

AD  =  VА С 2  +  CD2  — x — 2VT5. Значит, х =  С=, а искомая пло-
СВ· Откуда DB  =  ~ х, СО =  у х,

щадь 5 =  ^  АС -ВС =  6х2 =  32.
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4.6. р  =  20.

4.7. =
КР

216
65 π '

4.8. =
рд 8

4.9. АВ  =  3.
Р е ш е н и е .  Пусть CD =  х (см. 

B' и  Q' — проекции точек В  и
на

рис.),
Q на прямую AD,  а 
7JC. Тогда

Q  * -

QQ' =  QM =  f  X,проекция точки Q на прямую

QQ" =  ^ ,  Q " M = V ( Q M ) 2 -  (<2(2")2 =  P M = 2 Q ' M = x V 2  =  4, 
откуда x =  2V2. Поэтому

=  λΖ(ΒΒ' ) 1  +  (£'Л )2 =  V J c F f l ^ j B C ^ A D ) 1  - 3.

4.10. Рмас =  2(2 +  VT3).
4.11. Pa b c d ~ ^ ·
4.12. Рлвс =  20(1 +  V5).
4.13. А В А С  =  arctg 2,
ZABC =  f  -  arctg 2.

4.14. A A  =  j ,  L B  =  \ i i .
4.15. 6 +  2V2.
4.16. AB  =  2V2.
4.17. 4
4.18. 15V3.
4.19. 3V3.
4.20. 60V3.
4.21. 40.

П  
2 5 '
62 
5 ·

80  
9

4.22.

4.23.

4.24.

4.25. £C  =  37? (AS =  2д||т?, ЛС =  y=, cos L B A C  =  ^=).

4.26. BC — {AB  =  6R, AC  - 3R, cos L B A C  =  | ) .
Р е ш е н и е .  По условию AB  =  4 АТС (см. рис.). Пусть OF — высота 

равнобедренного треугольника АО  К  (А О  =  ОК =  Я),  тогда 
АВ =  4АК  =  8AF.  Таким образом, из равенства прямоугольных тре­
угольников А О Е  и A O F  (АО  — общая, A F A O  =  АЕА О)  следует, что

1 3А В = % А Е ,  т.е. cos LB A C  =  j .  Отсюда cos АО АС  — -̂ , значит,

АЕ  =  |  R. Тогда АВ — 67? и АС  =  1AL  =  ЛАЕ =  37? (L —  середина
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А С). Сторону ВС найдем по теореме косинусов из треугольника ABC: 
BC =  % R .

4.27. АВ  =  2V27? (АС = V 5 R ,  BC =  3R, cos A A C B  = j=).

4.28. AC =  5R  (cos Z CBA =  cos Z С ВО  =  ВС  =  VIO R,

ВА =  Ш к у

4.29. 4<V3

Р е ш е н и е .  Пусть CD =  x, L K D A = a ,  тогда AK C B  =  π —
— L K C D  — L K D C  — α =  j  — а (см. рис.).

По условию Κ Ν  =  3, К М  =  6, КР  =  5, где Μ, N, L, Р  — проекции 
точки К  на стороны параллелограмма. Из треугольников K DN  и КСР
находим x  sin а =  3, x  sin ( -  — а 5. Отсюда

5 sin а =  3 sin ( -  ·

N D
а = 3VT

2cos а

13 ’

2 а +  1 = 196
169’

cos а = 13

Таким

14

образом,

sin а = зуТ
14 · 

x  =  CD =

К задаче 4.29.
ТзКЬ =  Ц - С О =  7,

14
ТУ’

M L  = 1 3 .  Пло­
щадь параллелограмма вычисляется 

по формулам S =  M L  - CD и S =  NP·  AD,  откуда AD  =  и пери-
49ι/3"метр параллелограмма равен 2 ‘

4.30. 28V3 ( L B C D  =  arccos у^, CD =  АО =  Ц )·
4.31. - у  ТЗ ( A K L M  =  arccos у ,  L P K L  — arccos ''14’ Δ Ρ Ν Μ  =

=  arccos 77, 7Ш : 14 )·
4.32. 14V3 ( Δ Μ Ν Κ  =  arccos 77, K N  =  14

119
4ТЗ

и .  =  1* 2 ).14’ ~  7 з ’ ~  5

4.33. у, arctg 2, ·| — arctg 2.
Р е ш е н и е .  Из условия следует, что хорды ВС и А £ в точке М 

пересечения делятся пополам, поэтому АСЕВ  — параллелограмм, 
вписанный в окружность, следовательно, он является прямоугольни­
ком.
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Итак, А В А С  =  γ  и М — центр окружности. Пусть KF  =  х, тогда
из условия следует, что В К  =  2х. По теореме о пересекающихся хор­
дах окружности B K K F  =  A K K C .  Но КС  =  ЛК, поэтому 
АК 2  =  2х2, АК =  xV2.  Из прямоугольного треугольника ВА К  нахо­
дим АВ =  V В К 2  — А К 2  =  xV2. Итак, катеты треугольника ABC  рав­
ны χχΓΣ и 2VTx, поэтому его углы равны j ,

arctg 2 и -у — arctg 2 .

iit4.34.
π
T ’

. 1 arcsin ^=,
π
2 " ‘

4.35.
π
У ’ arctg V2 , n

2 ~ a

4.36.
π
Τ ’

a r c s i n ^ π
’ 2  '

4.37. s  = : W 3
14

“  5a/T

- a r c s i n ^ .

, sin A A B C ^ ~ ) .

К задаче 4.33.

4.38. S =  5V5 (Я£> =  -у = , sin AA B C  =  ~ f ) .
У к а з а н и е .  Диаметр окружности — расстояние от точки Е  до 

прямых АВ и СВ, поэтому синусы углов А и С треугольника ЛВС 
2 2равны соответственно у и у. Длина стороны ромба находится по те­

ореме синусов.
4.39. S  =  ^  (ИЯ =  -у=, sin ИЯС£> =

4.40. S =  |V 3  (CD =  ^ = ,  sin А А С В  =  ~ ) .

4.41. S =  ~  (ИЯ : PD  = 4 : 3 ,  cos A B  =  AB  =  AC =  ~γ-) ·
4.42
S 1323 (АО : О М  =  5 : 2 ,  cos L B A C  = ~ ,Л В  =  ВС  =  4 = ) .20  ̂ ^  — yvW’ — vT0 ;
У к а з а н и е .  Если 8Г — середина биссектрисы C D , то тре­

угольники О К М  и ODA  подобны, следовательно, П£>: К М  =  5 : 2. С 
другой стороны, BD  : ΛΓΜ =  2 : 1 ,  поэтому СИ : СВ =  ПО : BD  =  5 : 4 .

4.43. S =  30 (И8Г: К М  = 1 : 2 ,  cos А В  =  | , ВС  =  10, ИС =  2VT0).
4.44.

S  =  (ИМ : M D  = 1 0 : 3 ,  cos А В А С  =  | ,  ИЯ =  ВС =  Щ).
4.45. г =  3.
4.46. г =  | .
Р е ш е н и е .  По теореме синусов найдем радиус окружности 5 ,(0 ^ :  

СВ  17 (см. рис.). Пусть Р  — середина ВС,  тогда О,Я XЯСR 2 sin А В А С
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15и из треугольника 0 {СР  находим 0 {Р — -γ.  Из условия задачи следу­
ет, что окружности 5, (O J  и S 2 ( 0 2 ) касаются внешним образом, по-

17этому 0 Х0 2  — R + г — γ  +  г. Пусть К  — основание перпендикуляра,
опущенного из

2
точки О, на прямую o 2d .

15
Тогда о 2к  =

0 {К  =  PD ==  0 2D  +  ΟχΡ =  г + γ  
=  РВ  +  BD =  5. Из треугольника 0 χ0 2Κ

¥  + 'находим г:
9куда г — -·

4.47. г =  12.
4.48. г =  6.
4.49. 5 =  10 V3.

24 
25 ‘

4.51. Р =  66.

+  25, от-

4.50. S =

4.52. S - ψ .

4.53. 5 =  §
Р е ш е н и е .  Выберем на стороне АС  точку Р так, что DP\\AB (см. 

5 3рис.), тогда СР  =  - ,  DP =  - .  Пусть ЛК =  СК =  х, тогда из подобия
треугольников DPK  и Е А К  следует, что РК:АК =  DP.AE,  т. е.
(х — 5/4):х =  3/4:2, откуда х =  2. Тогда АС — 4, S  =  ~ A B  BC =

1 . „ 2 . ·  96 . DP  3 4=  2 АС  sin α ·cos α =  —, так как sin α = γ γ  =  - ,  cos α =  - .

4.54. S =  fgvT 5  (ЛЯ =  §, ЛС =  5). 
94.55. S =  I  V3 (ЛВ =  3V3, ВС =  3, ЛС =  6).

4.56. S =  32V2 (ЛС =  8, ВС  =  12).
4.57. r =  3.
Р е ш е н и е .  Пусть К  — точка касания (см. рис.), L N M C  =  а, тог­

да, по условию, L M N C  — 2а, L B M K  =  л — а, L A N K  =  π — 2а. Но
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М О  и Ν Ο  — биссектрисы этих углов, поэтому А О М К  = 2 ~ T '  

A O N K  =  у  — а, и, значит, О К =  ОМ  sin j-| — =  VIO cos ^ и

О К  =  Ο Ν  sin (-j — aj =  ^  cos a. Из уравнения

VTO cos cos a =  ^  i 2 cos2 ~  — 1

находим cos — — откуда cos ~  =  ^==, так как -| — острый угол. 
Отсюда r — О К  =  3.

4.58. г — {A A M D  -  L A D M  — arcsin | ) .

7 5 ·
4.60. г =

4.61. Р А =  ДKf ,  PQ =  6.
Р е ш е н и е .  Пусть А" — середина отрезка 

АС, М  — точка пересечения АВ  и РС (см.
рис.), А А В К  =  L C B K  =  β, где β =  arccos 
Тогда A ABC — А АР С =  2β (эти углы опира­
ются на одну дугу), А А С Р  =  AAJ3K =  β (углы со взаимно перпен­
дикулярными сторонами), A A P Q  =  А А С Р  =  β (угол между каса­
тельной и хордой), AP A Q  =  2β +  ^ (внешний угол в треугольнике

АРМ)  и поэтому A A Q P  =  ~  — 3β. Применяя теорему синусов к
sin в  5треугольникам АРС  и APQ, получаем: АР =  АС —

I -  s i n  (?+2ή _ _  ,  г. cos23 ™  . . . . п  -л Is
{ ϊ ~ 3ή

PQ =  АР АР

sin 2β 2 cos β ’ 

c°—£. Tак как cos β =  , sin β =cos 3 β ’ i-
cos 2β =  2 cos β — 1 =  -г, cos 3β =  cos β (4 cos β — 3) =  чЛ/л ’ то

A P = ^ f ,  PQ  =  6.
4.62. CD =  2Vb , D E  =  5.
4.63. MC  =  2V5, MA/ = 15.
4.64. КЛ =  2VT5, K L  =  7.
4.65. Площадь треугольника ЛВС равна 176, проекция отрезка

О М  на прямую ВС  равна 2 " ^ -.
Р е ш е н и е .  1) Пусть S 3 , S2, S3 и S  — площади треугольников ВОМ,

Si % И М „
С О М , СОК  и ЛВС соответственно (см. рис.). Тогда =  С
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другой стороны, по свойству биссектрисы угла 
треугольника, Пусть А К  =  КС =  а,
А В АО =  А О  АС =  ABC О =  АО С А  =  а. Тогда 
а =  АВ  cos 2 а и поэтому |· =  2 ^  2ц, откуда

c o s a  =  ^=. Пусть D е  ВС  и O D ± B C ,  тогда
OD =  О К  =  г, где г — радиус вписанной в тре­
угольник ABC окружности, поэтому
S3 =  у КС · г, S 3 +  S 2  =  ~ ВС ■ г и, следовательно,

КС

Sl + S 2 ВС cos 2а = откуда S3 =  33 и

S =  2 (S l +  S2 +  S3) =  176.
2) По построению D M  — проекция О М  на ВС.  Заметим, что точка 

D расположена либо на отрезке ВМ,  либо на отрезке МС.  В первом 
случае D M  -  OD ctg А А М С  =  OD ctg (π  — 3α) =  —OD ctg За, во 
втором случае D M  =  OD ctg β, где β =  Α Ο Μ Β  =  3α (по свойству 
внешнего угла в треугольнике А М С ). Тогда DM =  OD | ctg З а | , где

=  ‘tF a+l f 2? = π ·  так как =  t g 2 a  =  f .  Поэтому 
2 0 0  2 _—j-j— =  jy  г. Радиус вписанной окружности найдем из тре-

ctg За 

D M  =

угольника СОК: S3 =  ^ О К К С  — \ г -  КС =  \ г г ctg a, т. е. 33 =  ^ г2· 2

л с. 78 324
4 ·6 6 · 5  = 2 3 ’ 299'

11

4.67. 5 = :

4.68. S  =  ■
4.69. 2V3.
4.70. 3.
4.71. 2.
4.72. 4.
4.73. 24.
4.74. 12 .
4.75. 42.

=  234; р =  б'ууз· 
260. _  5500
37 ’ Р  ~  481 '

4.76. 78.
Р е ш е н и е .  Пусть E, F  и М  — основания перпендикуляров, опу­

щенных из точки К  на прямые ВС, АС и АВ  соответственно (см. рис.). 
Так как А К В Е  =  АКАВ,  то АКАМ<*> А К В Е ,  откуда следует, что

К А  К В ’ ^

где КЕ  =  156.
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Аналогично, из подобия треугольников KAF  и К В М  следует, что

(2)к м
КВ

KF  
К А ’

где K F  = 39.
Перемножая равенства (1) и (2),  получаем

К М 2 =  /СЕ ■ АР =  39 · 156,

откуда АМ = 7 8 .
4.77. ZJC =  3, S ; 27V7

20  ’

4.78. CD =  \ , S  =
Р е ш е н и е .  Пусть A B C D = A A C D  =  а, 

тогда L C D E  = L A D E  — a, LBDC  =  π — 2а, 
АВ А С  =  π — За, АА ВС =  а (см. рис.),
DC — 2DE  cos а =  |  cos а.

Из A B D C  по теореме синусов находим
ВС DC  2 9 3. т — - — , откуда cos а =  cos а =  -т, sin 2а  sin а  J 6 4

sin а =  DC  =  | .
К задаче 4.78.

Применив теорему синусов в треугольнике ADC,  получаем
АС DC

sin 2α sin 3 α ’
С Γη"

где sin 3α =  sin α (3 — 4 sin 2α) =  -y^-,
sin 2α 4̂

5 ’ЛС =  DC sin 3 α

Искомая площадь S  =   ̂ ВС-АС  sin 2α =

. T Т . 3V7sin 2 α =  2 sin α cosa =  -g - ,

з VT

4.79. CE =  3, S  ■

4.80. AC  = 1 , 5  =

4.81. f f .

4.82. I

32V5 
7 ' 

2V5
К

Р е ш е н и е .  Центр О ок­
ружности совпадают с точ­
кой пересечения диагона­
лей ромба ABCD  (см. рис.). Так как диагонали ромба взаимно пер­
пендикулярны, то стороны К Е  и K F  треугольника KEF,  описанного 
около окружности, также перпендикулярны.

Пусть A B D A  =  A K F E  =  a, г — радиус окружности, S  и 5, — 
площади ромба ABCD  и треугольника K E F  соответственно. Тогда
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4 ■ ~ ■ Ъг =  j  АС  · BD  =  ^ 2a sin а 2a cos а, где а =  3,
6г =  9 sin 2 а, откуда

г =  2 sin 2 α.

т. е.

(1)
1 1  49Аналогично, Sj =  у А А -КЕ  =  у 7 sin а 7 cos а =  -т- sin 2а. С дру- ̂ 2 . . .  . . . .  2 ..... ... 4

гой стороны, ̂ 1 =  2 +  7 sin а +  7 cos а), откуда
7

г(1 +  sin а +  cos а) =  2 sin 2 а.

Из (1) и (2) следует, что sin а +  cos а =  | ,
1 +  sin 2 а =  sin 2 а =  г =  |  sin 2 а =

'  (2) 

откуда

4.83. 49
16'
9

4.84. т-

4.85.

4.86.

4.87.
л

5·/ΊΤ  
12  · 

85 
48' 
5уТЗ 

6 ’
4.88. 5 3̂4

12 ’

Р е ш е н и е .
Пусть Oj — центр окружности радиуса R, 

описанной около треугольника AC D ; 0 2 — 
центр окружности радиуса г, вписанной в 
треугольник BCD, Е  — середина ВС. Тогда
O ^ J L A C ,  DEJLBC, АВ =  5, CD =  BD =  \ ,

К задаче 4.88.

л / - t  л ■ л 3 п  C DАС =  4, sin А  =  R  =  -ζ—.—т ’ 5 ’ 2 sin Л
25
12 OxD.

Пусть S — площадь треугольника BCD,  
р  — его полупериметр. Тогда S =  j  АС ВС  =  3, р =  4, S =  гр, отку­

д а  г =  ± =  0 2Е,  DE ■■ 
яние

AC S- у  =  2, D 0 2  — DE  — 0 2Е =  - .  Искомое рассто-

0 , 0 2  =  ν ο Γ ΰ 2 +  DO7; =

4 ’

V̂ 50 5V34
12 12

4.89. VTO, 3VT0.
Р е ш е н и е .
Пусть К  — середина ВС, О — точка пересечения АС  и BD, О х и 

0 2  — центры окружностей, описанных около треугольников BCD  и 
ЛВС  соответственно (см. рис. ).
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Тогда О, и 0 2 — точки пересечения перпендикуляра к ВС  в точке 
К  с прямыми СО  и ВО  соответственно.

Пусть В и г  — радиусы окружностей, описанных около тре­
угольников ABC  и BCD  соответственно, L ВАС =  L C A D =  а, тогда
L B 0 2K  =  а, ОхС =  г cos а ОС  =  6 cos а, R ■■ вс

2 sin а  sin а ’
ОО, =  8 sin а.

Так как ОС =  0 0 [  +  0[ С, то 6 cos а =  8 sin а + cos а ’
8 sin а cos а +  3 =  6 cos2 а, 3 sin2 а — 3 cos2 а +  8 sin а cos а =  0. 

Полагая tg а =  7, получаем 3i2  +  8 t — 3 =  0, откуда ί χ =  |·,

ί2  =  —3. Так как 0 < α < ^, το tg α =  cos α =  ^ = , sin α =
г =  -Л0, R  =  3VT0.

'TTo’

К задаче 4.89.
D

К задаче 4.93.

4.90. j .
4.91. 2V 5 ,V 5 .
4.92. ψ .

4.93. V2 и V3.
Р е ш е н и е .  Пусть О — центр окружности, R  — ее радиус; F — 

основание перпендикуляра, опущенного из точки О на прямую АВ  
(рис); Z ВАС =  L A C D  =  а.
Тогда

OF  =  ОС =  OD =  R,  sin а =  i

cos а = 2 ψ2

Если АВ — CD =  х, ВС  =  AD =  у, S  — площадь параллелограмма 
ABCJD, то

S =  2 -  x  - АС  sin а =  V2,

где

х =  2 ОС  cos а =  2R  cos а, АС  =  А О  +  ОС = sin а
+  R  =  4R.
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Следовательно,
V2 =  2R  cos а · 42? cos а ■ 16V2

откуда 7? =  x  =  V2 .
Из A A C D  по теореме косинусов находим

ъ{г

откуда у =  / 3 .
4.94. 2,

у2 =  9 +  2 — 2 - 3 - V 2 =  3,

4.95. 2, 2/Ш

4.96. 2, §.

4.97. 12 45 2̂
7 ’ 28 '

Р е ш е н и е .  Пусть L A C B  =  а, тогда
1 2V2tg а =  2V2, cos а =  j ,  sin а =

АВ =  ВС 6 (см. рис.).

К задаче 4.97.

а) По свойству биссектрисы в треугольнике 
/1С£ имеем

м е  Е С  3
М А ~  АС ~  4 ’

М Е  3 откуда ж  =  7 .
Из подобия треугольников M E Q  и ЛЕС следует, что

M Q  _  М Я  _  3 
АС ~  А Е  ~  7 ’

. 12 откуда M Q  =  γ .
б) Пусть R  — радиус окружности, описанной около треугольника 

BPQ,  тогда
BQ  3R 2 sin a 2V2 BQ,

где
BQ =  BE +  E Q  =  3 + E Q ,  EQ  =  у ЕС =  у, B Q = ™

4 98 21 ,14̂
*У в · 11’ 55

4.99. 4 4(Vy

45VT
28 ’

4.100.

4.101.

3 ’ 63 ·
И) 7Уб 
9 ’ 27 - 

27V2
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Р е ш е н и е .  Пусть В К  и AF  — высоты в тре­
угольнике ABC  (см. рис.) и пусть Δ Α Β Κ  =  
=  А С В К  =  а, тогда L F A C — a, LD B E  — 
=  L D A E  =  а (эти углы опираются на одну и ту 

же дугу).
Из равенства прямоугольных треугольников 

DAF  и CAF  следует, что AD  =  АС.  Найдем АС,  
пользуясь тем, что треугольники ADC  и ABC  по-

АС 2  =  4-9,й гт лс вс
Д О б Н Ы .  Получим γτγτ =CD А С ’ откуда

2 /2  
3 '
2R,  где AD =  6,

. г  КС  1 2 /2  π  ηАС =  6, sin а =  —  =  - ,  cos а =  Пусть R —
ADрадиус окружности, тогда sin 2α =

■ т  4 /2  „  2 7 /2sin 2α =  - ξ - ,  и поэтому R  =  - у - ·

4.102. 16V̂

4.103.

4.104.

25 ’ 
27/2"

16 ’
2 7 /2

4.105. ( f . ( f .
Р е ш е н и е .  Заметим, что АЕ  =  ВЕ  и 

АЕ =  DE,  так как касательные, проведен­
ные к окружности из одной точки, равны. Поэтому BD  =  2ВЕ  =  2V5

К задаче 4.105.

(см. рис.). Пусть Ol центры окружностей С { и С2,
OjE =  OjA =  x, 0 2F  =  0 2А =  у, АЕ =  t.

По теореме о касательной и секущей
АВ (А В  +  AF ) =  BD2,

т. e. ί(ί +  3νΓΣ) =  20 или i2 +  3V2i — 20 =  0, откуда t l =
t 2  -- 2V2 , τ. e. t =  AB  =  2V2.

Из подобия треугольников 0 {АВ  и Q2AF  следует, что j  =

5V2,

откуда x  =  -j у.
Для получения еще одного уравнения, связывающего х  и у, вос­

пользуемся теоремой Пифагора в треугольнике ОгОгК,  где К  — 
основание перпендикуляра, опущенного из точки на прямую 
D 0 2. Получим О,/С - BD  =  V(x +  у)2 — (у — x)2 = 2Vxy =  2V5, от­

куда ху =  5, где 
2 ГГ5 .ПО

2
Х = 2 У- Следовательно, у2 =  - у ,  у =  у ,
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З а м е ч а н и е .  Можно показать, что точки D, 0 2, F  лежат на од­
ной прямой и вместо теоремы о касательной и секущей применить 
теорему Пифагора к треугольнику BDF.

4.106. 2 /5 ,  — .

4.107. 3 / 2 .

4.108. / 3 , / з

4.109. АВ =  , CD =  у = ,  R ■ з/тт
4 /2  ‘

Р е ш е н и е .  Обозначим АВ = x, AD  =  у, A B A D =  а, Δ Α Ο Β = φ .  
Тогда A A B D =  φ. Из подобия треугольников ABC  и ABD  (см. рис.)

АВ  AD  3 , „  4следует, что откуда АС  =  ^ х.
Из треугольника ИБС по теореме косинусов 
получаем

ВС 2  =  ИБ2 +  АС 2  — 2АВ-АС cos а,

т. е. 16

да АВ =  х  =

2 ι 16 2X + Ύ Χ ■ т  4 1 17 2
2 χ · -  χ · ^  =  γ  X , отку-

12
/гг

По свойству касательной 
'2 _

и секущей
ABL =  A D A C , 

9

т. е. 2 4* откуда

Пусть Б

угольника ИБ£) 
2/Т

s in  α  =  —ΐ —, s i n  φ

AD ~  /T 7  ’ D C ~  AC AD ~  yT7" /T T  — / Т Г
n BD 3 T*радиус окружности, тогда R  =  25- 2—  =  :— . Из тре-

по теореме
АЛ sin а

2 sin φ 2 sin φ '
AD  BD  синусов имеем - —  =  - — ,   J sin φ sin а

T  „ з/ТТ
где

1  а =  з- ’ sin Ч5 =  — з—  =  2 t l7  ’ Λ =  1 7 Γ
4.110. АС  =  32 V J , БС =  4 l(J, Λ =  3 β .
4.111. A D = - ^ r , C D  =  ^ r , R ~ f · ^ .  

4 . η ΐ . Α Β = < § , Β € - ψ , Β  =  ψ .

4.113. 1) 2) ψ .
Р е ш е н и е .  Пусть А 2 В 2 С2  — треугольник, образованный пересе­

чением прямых Α Α ν ΒΒ χ и СС1 (см. рис.), L B A A X =  А С А А 1 =  а,

Δ Α Β Β Χ =  β. Тогда L B XBC
_  / 5  . _  / 3

2/Т ’ Sin α 2/Т

ZCjCH =  β, sin β :
П /15" cos β =  — ,

cos 2 α =  -τ> cos α =  4
А С Х =  ИС · sin β =

АС,

f l
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1 )

2)

Если

А2 АС
Если

S t =  2  АА2-AC-s in  а =  .

5 1 — площадь
/15

треугольника АА2С,  то

площадь треугольника А2В2С2, то

2̂ 2 ^ 2 ^ 2 '^ 2^ 2‘sin  φ, где φ А В 2А2С2 АСуА2А ^

этому sin  φ
АС

cos а =  Так как А2В2 =  АВ2 -

— а, и по­
ил,

/ 1/ 1, 1
cos а

^ =  · β ,  А2С 2 =  СС, -  Cj А , -  СС2 =  ИС cos β -  АА2 sin а  -

то 5  = VH
cos β νΤ5 ’ 2 30 ·

4.114.

4.115.

4.116.

3/35~ 4/35~ 
7 ’ 105 '

уТ5 4уТ5 
3 ’ 45 '

3 /3 5  . 4 /3 5  
7 ’ 105 ‘

К задаче 4Л13. К задаче 4Л17.
4.117. 24jA, =  8, Я,Я2 =  4, АВ2 =  2, A S = 1 0 ,  £ £ 2 =  4 /6 .
Р е ш е н и е .  Пусть Е  и F  — проекции точки 0 2  на прямые ОуАу и 

ΟίΒί соответственно (см. рис.), O lA l =  O lB l =  R, 0 2 А 2 =  0 2 В2 = г, 
0 [ 0 2 =  I. Тогда ОуЕ =  R — r, O yF =  R +  г и из прямоугольных тре­
угольников ОуЕОг и 0 у Е 0 2  находим АуА2  =  V /2 — (R  — г)2 =  
=  V 7 0 -  (V 6 )2 = 8 ,  5 j5 2 =  V/ 2 -  (Λ +  r )2 =  V 7 0 -  ( 3 / 6 ) 2 =  4.

Обозначим £ 5 2 =  а, АВ 2  =  Ь, АВ =  с. По свойству касательных имеем 
ААу =  АВу, АВ 2  =  А А 2, откуда АуА2  — Ъ =  В {В 2  +  Ь, 8 — Ъ =  4 +  Ь, 
Ь =  2. Из подобия треугольников А 2В 0 2  и ВгАВ  следует, что

Ь . „  α/6" π—, откуда с +  2 =  —j- .  По свойству касатель-
Л Л ,

лл, л л . т. е. с +  5
ной и секущ ей, проведенны х к окруж ности С2 из точки 5 ,  имеем

а ( а  +  2г) =  (с  +  2 ) 2 =  ^ а 2, откуда а =  4 / 6 , с =  10.



184 ПЛАНИМЕТРИЯ · ОТВЕТЫ И РЕШ ЕНИЯ

4.118. АЛ,  =  7, 5 ,5 2 =  5, А В Х =  6, Л5 =  12, 5 5 , =  6V3.

54.119. Л,у12 =  8, 5 ,5 2 =  4, Л5, =  2, Л5 =  у ,  5 5 , =  4ν̂

4.120. Л,Л2 = 7 ,  5 ,5 2 =  5, ВВг -

4.121. г

24V3 . _ _  78 . _  _  ,
j  j  ί  J j  5 AB2 6 .

7VT8 
16 '

Р е ш е н и е .  Пусть Μ  — точка пересечения 
диагоналей трапеции (см. рис.), К и  L  — сере­
дины отрезков ВС  и AD, О — центр окружно­
сти радиуса R, F  — точка касания окружности 
со стороной CD, MP\\AD , Р €Ξ CD. Обозначим 
а =  LD, b =  КС,  тогда LD  =  Ы, где t =  9/7.

Из подобия треугольников М С Р  и ACD,  а 
также треугольников MDP  и BDC  следует, 
что

2 btМ Р 2ab   ____
a + b  1 + t ’

(1)
1 D

К задаче 4.121.
Так как ОС J. ОР ( ОС и ОР — биссектрисы 

углов, сумма которых равна π ), a OF ±С Р,  то
OF 2  =  P F -C F  =  М Р  К С  (PF =  M P , CF =  K C ), т. е.

R 2 =  М Р Ь .

Из (1) и (2) следует, что

(1 + t ) R 2 = 2 b 2 t.

Площадь 5 трапеции

(2)

(3)
формулойABCD  выражается 

S =  (КС +  L D ) ( K M  +  M L ) ,  где =  j  =  откуда К М  +  M L  =  
=  25(1 + 0 ,

S 2  =  4b2R 2(l  +  О4·

R

Из (3)

_  74/Т 8  
16 ‘

4.122. 2 .

и (4) находим R 4
s2t

2(1 + 0
где 5 =  8, t =

7 ’

(4)

т. е.

4.123
4.124. 5 = Ц V3.
4.125. R =  26V2 + 4 .
Р е ш е н и е .  Пусть Л,, 5 , ,  С, — точки, в которых окружность с цен­

тром О касается сторон треугольника ABC  (см. рис.). ЛС, =  х, 
ВСХ =  у, СВХ =  z, R  — радиус описанной окружности, тогда
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3πΑ Β χΑΟ  =  LC^AO  =  -3-, BlA  =  x, BA x =  y, CA, =  z, BC =  y +  z,

R   y +  z    у  +  z
2 sinin 3« VT ·

Обозначим tg ^  =  t, тогда tg ^  =  - 21 =  — 1 , откуда t — 1 +  V2 ,
3πтак как ί > 0, χ =  OCj ctg g ~  \ +yf 2  

2 (x  +  у  +  z) =  16(6 +  V2 ),  откуда 
=  52 +  4V2, Λ =  52 +4 —  =  26V2 +  4.

: 4(V2 — 1). По условию 
у + z — 8(6 + V 2 ) —x =

4.126. 5 =  20(V2 -  1).
4.127. r =  V3.
4.128. R =  2(7V3 -  1).

α sin
4.129. Λ

- Я П  T  +  i

Р е ш е н и е .  1) Пусть О — центр ок 
ружности радиуса R, L  OBG =  φ
(см. рис.), тогда L B O G  =  2γ, 2φ +  2'/ =  π,  откуда

ИзΔ Α = Ξ _ 1 = Ξ + ϊ  
2 2 4 2' треугольника OAF

π
φ =  2 -  γ.

находим
R — (R +  a) sin А,  откуда 7?(1 — sin А)  =  a sin А. 

4.130. R r -  α(νΤ+1)

4.131. R

4.132. R =

2 / Ί  '

° sln ( τ + ΐ ΐ

2 »” 2 T " ?  
За

7Ш'
4.133. 204.
Р е ш е н и е .  Так как окружность проходит через точки Л и С, а ее 

центр принадлежит АС,  то АС  — диаметр окружности (см. рис.), от­
куда следует, что L A B C  — L A E C  =  ABCD  — прямоугольник,

ВС =  8. По свойству касательной и секущей CD2  =  (ED  +  AE)ED,  
т. е. ED 2  +  8E D  — 36 · 13 =  0, откуда ED  = 1 8 .
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По свойству перпендикуляра, опущенного из вершины прямого уг­
ла на гипотенузу, СЕ2 =  A E  ED,  т. е. С Е 2  =  8-18,  откуда СЕ  =  12.

тя с  В С A D  j-, 8 + 2 6  1 г* 'ΛΓίλИскомая площадь S — ---- ----- СЕ — —-—  12 =  204.

4.134. 663.
4.135. 270.
4.136. 135.
4.137. L M B N  =  AD =  y/6 .
Р е ш е н и е .  Так как BC\\AD и окружность касается прямых ВС  и 

AD  в точках В  и D, то BD  — диаметр окружности (см. рис.).
Обозначим L M B N  =  φ, LBD C  =  a, LB A D  =  β, тогда L N B C  =  а 

(угол между касательной и хордой), α +  β +  φ =  π.
1) По теореме синусов 4 ^  =  BD,  откуда sin φ =  Но 

φ =  L M B D  +  ·| — а, где L M B D >  а, так как A D >  ВС. Поэтому 

ι ρ > | π φ  =  γ ,  α +  β =  ^, так как α +  β +  φ =  π.

2) Площадь трапеции 5 =  2 =  ^ (AD  +  BC)BD,  где AD =  BD- tga, 
ВС =  BD- ctg a, откуда

2 =  tg a  +  ^  =  tg ( j - β )  + ctg P =  i ^ M  +  ^ ,

3 tg2 β =  1, tg β =  AD =  V2 ctg β =  V6 .

4.138. L M D N  =  ψ ,  ВС =  2v7 .

4.139. L M B N  =  AD =  2V3.

4.140. Α Μ ΰ Ν  =  ψ ,  BC =  2V2T.
. . . .  633
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Р е ш е н и е .  Пусть О — центр окружности с радиусом R, описанной 
около треугольника A B C ,  К  — середина АС, А ВС А  =  2а (см. рис.). 
Тогда ОВ =  R, O D A B C ,  A B O D  =  2а, КС =  В С -cos 2а =  5 cos 2а, 
АС — 10 cos 2а,  a искомое расстояние от точки О до прямой I равно 
ОМ,  где М  — точка пересечения O D  и I.

Из A A D C  по теореме косинусов

AD 2  =  А С 2  +  DC 2

=  100 cos2 2а +  ^  — 2 -10  cos 2а cos 2 а, 4 4 2

2АС ■ В С  cos 2а,  т. е. 
25 „  ™ 5

откуда cos 2  а = cos а ■ 2
V5'

1 . 0  4sin а =  γ ς ,  sin λα =  j , 2 R = AB  
sin 2 a ’

По свойству биссектрисы =  =  f ’ откУДа AE  ~  yy AB — jy30 t i
=  T T -  Из

A A D C  по теореме синусов
_  24ι/T p r  _  1 „  _  24
_  11 ’ F C  ~  5 E L  ~  \ \ V S ’

sin 2a
откуда ЕС  — АЕ ■ 2 cos а —

е / \ \ D

/

к  / \
К задаче 4.141.

Проведем через точку F  прямую, параллельную OD и пересекаю-
24щую ВС  в  точке Р,  тогда FP  =  MD  =  FC ■ sin а =  ОМ  =5 5 ’

= OD — MD,  где OD  =  Λ -cos 2а =  γ .
15 24 633

' 55 ~  440 '
291 
250 '

Следовательно, О М  =  

4.142.
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Р е ш е н и е .  Пусть А 1 и Ct — точки пересечения прямых lL и 12  со 
сторонами ВС  и АО (см. рис.), а В 1 и D l — точки пересечения пря­
мых т 1 и т 2  со сторонами AD  и ВС.  Обозначим L B A D  =  2а, 
АВ  =  а, ВС =  b, h — расстояние между прямыми /, и l2, d  — рас­
стояние между прямыми т 1 и т2.

Тогда Δ Β Α Α ί =  a, L  AB C  =  π — 2α, L A B B { =  у  — а, откуда следу­
ет, что Но l2 \\ly, m2llmi и поэтому m l ± l 2, m 2 ± l l , m 2 ± l 2.

Кроме того, ВАу =  АВ =  a, DC{ =  DC =  а, так как L B A tA =  
=  LCCyD =  а. Следовательно, АЛВАу  =  A C D C V Аналогично, 
ААВВу =  ДСОО, ( А В =  CD, L A B B X =  L D XDC, L B A B { =  LDyCD).

К задаче 4.145.

а) Пусть S, Sj, S2 — площади параллелограммов ABCD, A A tCCt, 
BBjDDy,  a S3 и S4 — площади треугольников АВВ{ и CCDr  Тогда

S  =  2S3 +  Sj =  2 S4 +  S2,

где
Sj =  AAyh =  2ah  cos a, S2 =  BByd — 2ad  sin a,

i 2 2S3 =  2 a 1  sin ( π  —  2a) =  γ  sin 2a, S4 =  γ  sin 2a.

Следовательно, Sj =  S2, т. e. h cos a =  d  sin a, где h =  dV3.

Отсюда lg a =  ~  =  ^=, a =  γ  L B A D  =  2a =  γ
б) Найдем радиус r окружности, вписанной в треугольник ABD,  

используя формулу г — γ  где σ — площадь треугольника ABC, р  — 
его полупериметр.

/22По условию АС =  у γ ,  BD =  2. Применяя теорему косинусов к 
треугольникам ABC  и ABD,  получаем

γ  =  а 2  +  Ъ1  — 2ab cos (π  — 2α) =  а 1  +  b2  +  ab,

4 =  а 2 +  b 2 —  2a b  cos a  =  a 2 +  b 2 — a b .
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Отсюда находим ab =  | ,  а2  +  Ъ2  =  -у , а +  Ъ =  3,

а +  й +  5 1 l  ■ л 5 V3 5VT о V5р = ------~------=  =·, σ =  -  ab sin 2α =  -т ·-=- =  -пг-, г =  -  =
г  2  2  2  6  2  1 2  р  6

4.146. f ; f .
4.147. f; £
4.14*. f ;

2 2 ______
4.149. ^ . ( 1  + V5)5/2 = y ( l  + V5)(VV5 + 2 ).
Р е ш е н и е .  Пусть L B A C =  2α, D  — точка касания окружности с 

гипотенузой Л С (см. рис.). Тогда O B = O D = R ,  L B O A  =

=  L O A D  =  α, AB =  AD =  R c tg α, L BCA =  § - 2 α ,  ПС =  

=  1? ctg — 2aj =  1? tg 2a. Если 5 — площадь треугольника АОС,  

то S  =  ^  AD-R  +  j  DC R, т. е.
2

5 =  у  (ctg a +  tg 2a). С1)

Обозначим φ(α)  =  ctg α +  tg 2a, тогда
1 . 2  c o s 2 2 a  +  c o s  2 a — 1

Ф  ( 2  1 2 2 2
s in  a  c o s  2 a  s in  a  c o s  a

Решая уравнение cos2 2a +  cos 2a — 1 =  О, равносильное уравне­
нию φ ' ( α ) = 0 , получаем cos 2 a =  откуда следует, что

—cos2 2a — cos 2a +  1 =  (cos 2a +  1 f^ - 1 — cos 2а) . Если
π2 a G 0̂, —j , то уравнение φ'(α) =  0 имеет единственный корень а0

такой, что cos 2 a0 =  V̂ "~ - , причем φ'(α) < 0 при а < а0 и φ'(α) > 0 
при а > а0, так как cos 2a — убывающая функция. Следовательно
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при а =  а0 функция 5 (а ) принимает наименьшее значение

*-*min 2 α 0

Но ctg а +  tg 2 а =  =  cos а =
sin а  cos 2 а  sin а  ■ cos 2а

Так как cos 2сс0 =  1, то cos α0 =

ί ί Π α0 = ψ - ι ψ - ψ ψ = ψ ψ = Λ μ ^ ζ = ^

vT  ( /5 " + 1 ) 3̂ 2 2
=  VTTT’ ctg  α 0 =  — 2 /7 — ’ cos 2 a o =  vTTT· С леД°вательн°1

c  —  r 2  . ctg a o _  A2 (V T + 1 )3/2 / 5  +  1 R 2 , < . r c \5 /2
2 c o s2 a 0 2 2 /2  ' 2 — 8 /2  1 _ r v o J ·

4.150. ^ γ - R 2.

4.151. — ^ ? )5/2 =  f  (1 +  V5 ) ('V 7 7 + 2 ).

Р е ш е н и е .  Пусть О — центр ок­
ружности, вписанной в четырех­
угольник A B C D , Л1; jBj, Cl5 D l — 
точки касания этой окружности со 
сторонами четырехугольника (см. 
рис.). Обозначим L B A C  =  2а, 
L C D A  =  2β, тогда ΖΛ 12ΐΟ =  
=  L D xA O  =  a, L C yD O  =  L D xD O  =  
=  β. Будем считать, что L A  =  

=  2 a =  arctg | .
По свойству вписанного в окруж­

ность четырехугольника L B A D  +  
+  L B C D  =  L A B C  +  LA D C  =  π. 

Отсюда следует, что А В {ОС =  
=  АСуОС -  a, L B O A l =  Δ Β θ Β ι -  β.

Так как tg 2α =  то \  =  2 <ё ° , т. е. 2 tg2 а +  3 tg а — 2 =  0, от- 
3 3 1 — tg а

куда tg 2а =  ^, ctg а =  2. Кроме того, OAi — ОВ{ =  ОС{ =  OD{ =  1.
Пусть S — площадь четырехугольника ABCD,  тогда

S =  tg α +  ctg a +  tg β +  ctg β. ( 1 )

Это сумма площадей четырех пар прямоугольных треугольников, 
каждая пара состоит из равных треугольников.

4.152. 3 /3  R.
4.153. 57; arcsin-^j.

ctg α 
cos 2 α '

л / 1 +  cos 2α  V vs+ i
V 2 2 ’
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Пусть tg β =  a, ctg β =  b, тогда AB =  ctg α +  tg β =  2 +  а, 
AD =  2 +  ctg β =  2 +  b. по теореме косинусов

BD2 =  (2 +  a ) 2  +  (2 +  b) 2  -  2(2 +  a)(2 +  b) cos 2a,
T 1 3где cos 2 a =  г =  откуда

V 1 +  tg 2a 3

BD 2  =  a2  +  b2  +  4(a +  b) +  8 -  J  (4 +  2{a +  b) +  ab).

'Гак как ab =  tg β -ctg β =  1, то а2  +  b2 =  (а +  b) 2  — 2ab =  (а +  
+  b)2 -  2 .

Полагая а +  b =  x,  получаем

BD2  =  x 2  +  |  x. ^

С другой стороны, по теореме синусов =  2V6 , так как тре­
угольник ABD  вписан в окружность радиуса V6 .

Отсюда

BD 2  =  24 sin2 2a =  24 (3)

Из (2) и (3) следует, что
χ 2 , 8 χ _  2 4 .1 6  
*  ^  5 *  5 5 ’

откуда х  =  у ,  а по формуле ( 1 ) находим iS =  ^ +  a +  Z> =
5 . 57

~  2 Х ~~ 10’
Пусть φ — угол между диагоналями BD и АС,  тогда 

S  =  ^ B D -HC-sintp, где Β ΰ  =  ^ γ - ,

^  =  2V6.  Но дс =  tg β +  ctg β =  —̂ β , откуда 8ίη2β =  §  =  §,
5V6 57 1 8νΤΓ 5V6 . . 19

ЛС = — ’ То = 5 4~ <Р> 8 Ш^ = Ж
4.154. у ;  arcsin

4.155. arcsin

4.156. у ;  arcsin Ц .



5. СТЕРЕОМЕТРИЯ

5 . 1 .  f .

в  Р е ш е н и е .  Так как вершина конуса
должна принадлежать всем трем плоско­
стям, касающимся его боковой поверх­
ности, то она совпадает с одной из вер­
шин пирамиды. Основание конуса при­
надлежит противолежащей этой вершине 
грани, а высота конуса совпадает с высо­
той пирамиды, опущенной на эту грань.

Поскольку A A B S  =  у , AS BC  =  π -  ( A B S C  +  ASCB) =  ψ  > \ , то
вершина конуса совпадет с точкой В  (см. рис.).

Образующие конуса, по которым происходит касание боковой по­
верхности конуса с гранями пирамиды, являются апофемами 
ВК, В М  и B L  соответствующих граней, при этом

A S B L  =  L S B M  =  |  -  L B S C  =  | | ,

А К В А  =  Δ Μ Β Α  =  L SB A  -  L S B M  =  |  -  у |  =  -Ц,

А К В С  =  L L B C  =  ^ -  L L C B  =  4·2 4

Т ак как В М  =  BL  =  В К  =  1, то

AS =  А М  +  SM =  tg ( А А В М ) +  tg ( A M B S ) =  tg +  tg γ |.  

Аналогично,
АС =  tg ^  +  tg-^ , SC =  t g f f  +  t g f .

Заметим, что / , _
. π  . I π  π \  V3 — 1 ~
tgT^ =  tg к - T  =  ттгтт =  2 — V3,12 6 3̂ 4 1 V3+1

откуда
tg ΤΤ =  ctg 12 =  2-ν Τ  =   ̂+  ^ ·

Поэтому AS =  4, АС =  3 -  V3, SC =  3 +  V3, p =  ^  + ̂  +  ̂  =  5> 
где p — полупериметр AASC.  По формуле Герона

SAasc =  Vp(p — A S)( p  — A C ) ( p  — SC) =  V5.

Окружность основания конуса вписана в треугольник ASC,  поэто-
„  .  , л  Δ̂/lSC 1му ее радиус М О  = --------=

Из прямоугольного треугольника В М О  находим высоту

—  М О 1 2
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5.2. 5/18.
5.3. 2 /3 5/4.
5.4. 20V2.
5.5. 2.
Р е ш е н и е .  Заметим сначала, что если гипотенуза прямоугольного 

треугольника является хордой круга радиуса R , то расстояние р от 
вершины прямого угла этого треугольника до плоскости круга не пре­
восходит R. В самом деле, р *£ h *£ / *£ R, где h — перпендикуляр, опу­
щенный из вершины прямого угла на гипотенузу, 2 1  — длина гипоте­
нузы.

По условию задачи Δ ASD  прямоугольный, а 
расстояние между плоскостями оснований цилин­
дра равно 2 и больше радиуса оснований, равного

Поэтому, либо вершины А  и D  находятся на
разных основаниях цилиндра, либо ΔASD  лежит 
в плоскости одного из оснований.

Первый случай невозможен, так как тогда пло­
скость ABCD  пересекает плоскости оснований ци­
линдра по параллельным прямым, то есть АВ\\CD 
и ABCD  — параллелограмм, а не трапеция.

Таким образом, вершины прямоугольного тре­
угольника ASD  находятся на окружности одного из оснований ци­
линдра, причем AD  — диаметр (см. рис.), а точки В и С на окруж­
ности другого основания.

Пусть B' и С' — проекции точек В и С на плоскость ASD  
(см. рис.). Совпадение точек С' и D'  невозможно, так как условие 
ВС || AD  влечет за собой в этом случае ра­
венство ВС — AD,  что противоречит ус­
ловию задачи.

Так как ACDS =  j ,  то по теореме о трех
перпендикулярах C 'D ±SD.  Но тогда 
ASDC'  — прямоугольник и AS  =  C'D. Тра­
пеция AB'C'D  вписана в окружность, сле­
довательно A B ' = C ' D .  Таким образом,
АВ’ =  AS  и B ' S ± A D .  Обозначим через К  к задаче 5.5.
точку пересечения AD  и SB'. Тогда 
В'К =  SK.

По условию задачи AD =  В'С'  =  ВС =  j  AD  =
Из равнобедренного треугольника В 'О С  ( ОВ' и ОС' — радиусы, 

L  — середина В'С')  находим:
S K =  OL =  ' / ( O C ' ) 2  -  (L C ' ) 2  =  1.

Поскольку BB'  перпендикулярна плоскости ASD,  то плоскости 
SBB'  и ASD  перпендикулярны. Так как A D ± S B ' ,  то ADA.KB,  тогда

7 -  2771
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КВ  — высота трапеции ABCD,  и L B K B ' является углом между пло­
скостями ABCD  и ASD.

Пусть h — высота пирамиды, опущенная из вершины S, тогда

У  =  ΐ  S A B C D  k  =  \  ( A D  +  B C ) B K ' S K  S i n  ^ B K B ' =

=  j  (AD +  BC)SK-BB'  =  2.

5.6. 8/39.
5.7. 8.
5.8. 48/73.
5.9. Заметив, что центр сферы, касающейся двух пересекающихся 

плоскостей, лежит в биссекторной плоскости одного из двугранных 
углов, образованных этими плоскостями, найдем сначала множество 
точек, равноудаленных от плоскостей граней ASB, DSC  и ABCD  
(см. рис. а).  Для этого проведем через апофемы SK  и S N  граней 
ASB  и DSC  плоскость а. Тогда ОС _L а и А В ± а ,  поэтому а перпен­
дикулярна плоскостям ABS, DSC  и ABCD.

Рассматриваемые биссекторные плоскости пересекают а по биссек­
трисам внутренних и внешних углов равнобедренного треугольника 
K S N  (см. рис. б). Проведем все эти биссектрисы. Тогда в каждой из 
точек О,, 0 2, 0 3, 0 4, и только в них, пересекаются три биссектрисы 
(по одной из каждой вершины), причем 0 {Ог\\КМ, 
S  е  0 [ 0 2, 0 2S — S N  =  S K  =  5 0 ,.

Отсюда следует, что точки, равноудаленные от плоскостей граней 
ASB, DSC и ABCD,  находятся на прямых, проходящих через точки 
О,, 0 2, 0 3, 0 4 и параллельных ребрам АВ  и СО.

Отметим, что точки прямой, проходящей через 0 4, не удовлетво­

ряют условиям задачи, так как ОлН  =  2, Η Ν  =  ^ · Κ Ν  — 2, а, следо­

вательно, L H N S  =  что невозможно. Это же утверждение справед­
ливо и для точки 0 3.
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Таким образом, центр сферы может находиться только на прямых 
Л'B' и C'D' (см. рис. б), причем высота пирамиды SH  равна радиусу 
сферы, то есть SH =  2. Те же рассуждения, примененные к плоско­
стям граней SBC, SAD  и ABCD,  показывают, что центр сферы мо­
жет находиться только в вершинах ромба A'B'C'D' (A'D'\\B'C'\\AD),  
а точка S  является центром этого ромба; A'B'C'D'  ~  ABCD  с коэффи­
циентом подобия =  V 2 .

гг 2ψΣАВ  тТочки Л и С не подходят, так как тогда — —̂ =  2 и

ΛΒ =  ψ = <  4 =  Κ Ν .

Для точек B' и D' имеем

ВН г =  \  B'S2  =  \  (В'Н2  -  S H2) =  |  АВ 2  -  2,

BH 2 =  ~ B D 2 =  ^ ( ( A B - s / A B 2 -  16)2 +  16) =

=  i  (Л 52 -  авл/ а в 2 -  16)

Отсюда получаем Л5 =  Зл/2, V =  ^ Л5 · /CV · 5Я  =  8V2. 
с т о  2 л5.10. R =  у,  а = -г г - .
5.11. 5/3.
5.12. 5  =  3, d =  V35.
5.13. 5 £  =  у ,  ВЕ  =  | ,  £  =  β П 55.

5.14. 5 £  =  | ,  С £ =  j ,  Ε  =  α П SC.

5.15. SE =  | ,  СЕ  =  | | ,  £  =  β П 5С.

5.16. 5 £  =  | ,  £>£ =  § . £ =  а П 5£>.
5.17. V3.
5.18. τ / 3 — l.
5.19. j .4
5.20. 2V3 -  2.
5.21. Сечение — пятиугольник.
5.22. 12. Сечение — шестиугольник.

275.23. — . Сечение — пятиугольник.
5.24. 31. Сечение — шестиугольник.
С 1 С  3 54

8 ^  49* 
с  23νΤθ „  69νΤ(Γ 5·2ο· » и > ·
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К задаче 5.26.

Р е ш е н и е .  Пусть а — та из плоскостей, которая пересекает 
грань SAB,  и K L  — отрезок, по которому они пересекаются. Точки 
К  и L  не лежат на ребре АВ  (в противном случае плоскости а и 
ABC совпадают); положим, что К  e  SA, L  £  SB  (см. рис.). Если пло­
скость пересекает грани двугранного угла по параллельным прямым, 
то она параллельна ребру этого угла. Поэтому, если бы прямые LP  

с и KQ  были параллельны, то а
совпала бы с плоскостью ABC.  
Итак, KL\\PQ,  и, следовательно, 
эти прямые параллельны АВ.  От­
сюда следует, что АВ -- PQ  = 1 3 .  
Аналогично получаем, что пло­
скость β пересекает грань SCD  по 
отрезку КГ, RT\\CD.  По условию 
K L  =  RT,  это означает, что точ­
ки А, А, А и Г делят боковые 
ребра пирамиды в одинаковом от­
ношении, и, значит, они лежат в 
плоскости, параллельной грани 
ABCD.

Рассмотрим сечение пирамиды плоскостью ESF,  где Е  и Р  — сере­
дины ребер АВ  и CD (см. рис.). Эта плоскость перпендикулярна гра­
ням ASB, ABCD  и CSD,  поэтому L S E F  =  L S F E  =  arctg 2,
L M N E  =  j ,  L N M G  =  где M, N, G — середины отрезков PQ, KL,
RT  соответственно. Из треугольника E N  M,  где tg L  \ =  1, tg Z.2 =  2, 
получаем: tg Z3 =  tg (π  — Z l  — Z2) =  — tg ( Z l  +  Z2) =  3. Но
NG\\EF,  поэтому tg L M N G  =  3. Пусть — высота прямоугольно­
го треугольника NMG,  N M X =  x.

К задаче 5.26.
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Тогда MMj =  Зх, MjG =  9х, SU =  2NU =  10х, 5 0 = 1 3 * .  Но 
SO — 2 E O  =  E F  = 1 3 ,  поэтому x  =  1. Отсюда M N  =  VTO, 
MG =  3VTO — высоты трапеций KLP Q  и PR TQ  с основаниями 
PQ =  13 и K L  =  R T  =  L R  =  NG  =  10.

Итак, площади сечений равны Щ VTO и ^  VT0 . 

5.27. Сечения — треугольник и трапеция; 5треуг

69

_  9 ..13 л _  
2 V 5 ’ трап.

=  8Д|^ (АВ =  6, средняя линия треугольника ABC  — их общее осно-

К задаче 5.29.

вание, другое основание трапеции — 5, /г1реуг =  ЗД|^, Атрап_ =  21^-).
5.28. =  51V5, 52 = 1 0 2 \/5  (АГ2.||Л£», А К = 5 ,  В К  =  14, а обра­

зует с плоскостью ИЛС угол arctg 2; основания трапеций — 15 и 19, 
высоты — 3V5 и 6V5).  „

Р е ш е н и е .  Пусть Р  — основание перпен­
дикуляра, опущенного из точки В на ребро SA  
(см. рис.). Тогда плоскость PBD  перпендику­
лярна прямой 5 Д  так как из равенства тре­
угольников DSP  и BSP  следует, что и DP — 
перпендикуляр к SA  По условию прямые SA и 
L N  совпадают, следовательно точки В и D ле­
жат в плоскости, перпендикулярной прямой LN.  Этой плоскостью яв­
ляется плоскость K M M '  (см. рис.), в силу того, что точка D лежит на 
прямой ММ', а прямая L N  перпендикулярна пересекающимся прямым 
ММ' и М К  этой плоскости. Таким образом, точка 
В является точкой пересечения прямой E F  и пло­
скости КМ М ',  следовательно, точка В  лежит на 
продолжении отрезка ММ' за точку М и
ВМ  =  ^  ММ'.  Далее, точка Р  лежит на прямой
N L  (5А) и BP J .L N,  поэтому, по теореме о трех 
перпендикулярах, M P L L N , следовательно, Р — 
точка пересечения диагоналей ромба KLMN.

Наконец, точка Р  равноудалена от точек В  и 
D, поэтому D — середина ребра ММ', а точка 
М — середина отрезка BD  — является центром основания ABCD  
пирамиды.

Теперь искомое отношение находится несложными вычислениями.
а, тогда, по условию, SA =  2а, поэтому А М  =  ^=,

К задаче 5.29.

Пусть АВ  

S M  =  а ^ и объем пирамиды равен а3. Далее, из треугольника 

SM A  находим М Р  =  (S M -A M ): SA  =  a- j - .  Отсюда следует, что
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М К  - 2МР  =  а K N  =  а (K N L  — равнобедренный тре­
угольник, в котором L K N M  =  120°), площадь основания призмы 

7УУ 
24

■» /т"
равна а, а ее высота М М ’ =  2MD =  BD =  a V2.  Таким образом,

ei 7 /6  я V 21объем призмы равен а  , а искомое отношение равно —
25 у Тs i o  т  -к __К пр.· Г пир. 1 5  ·

( ΑΧX MN=> M,  N e  (DD’) =>MD'  =  ^ ШУ, ЛХ> =  f  DD'. Пусть

DT L A C ,  Т е  [АС], AD =  Зх, K L  =2у=> CD =  4х, ХГ =  -у  х,
M N = 3 y .  DT ± M N  и DT ±KL=>D T =  Н - L D / K L ,  где Η  — высота

ττ  ^ 16 τ/ 1024 3 τ/ 64/75· 3\пирамиды; Н  =  у ^ у  =  1 ^ х ;  У1тр =  - ^ х \  Knp =  T V3V).

5 31 К ·Κ = 21̂пр.- пир. ιοο  ·
(SB LAC=>A,  С e  (LML')  =>A e  L L ' , A L  =  L L ' , C =  L ' . Пусть 

LL'  =  b=>AC =  2b, AB  =  bV2, SA =  5bV2; S L = l b ,  Q L L A C  и
76/2f m t   7fc/2f T/ _  4 9 /3  l3Q L L S B = > Q L S B  =  S L B L ,  QL =  ^ ~ ,  M L  =  ~ ^ ,  V

пир. 3

10 ’ 5 ’ пр. 50

V =  — b3)Y 1Ш П .  3  u / ·

5-32. Knp:Kimp. = f  V3.
( А й ± С Х = > С  e  (TQD),  где QT ±PR=>C  e  QQ', CQ =  QQ', 

QXXAS , Q r . L C X = > X =  Q'. Пусть PQ =  x, AB  =  2y=>QA =  3x,
TQ =  CD =  3y; TQ AB  =  ЛО XJQ, где ЛО — высота пирамиды;

л о  =  , = ,  =  * =  FnH( = З Х / ) .

s .3 3 .if .
Р е ш е н и е .  Пусть SABC  — данная пирамида, a K L M N K 'L ’M ’N'  — 

искомая призма наибольшего объема. В силу того, что плоскость осно­
вания и плоскость боковой грани пирамиды не параллельны и не пер­
пендикулярны, ее основанию и боковой грани могут принадлежать 
только две соседние боковые грани призмы. В этом случае общее ребро 
АХ^этих граней призмы принадлежит ребру основания пирамиды 
(см. рис.).

Кроме того, из перпендикулярности прямой К К ’ и плоскости L K N  
следует, что L N K L  — это угол а между гранями ABC  и ASC,  равный 
arctg 2V5  (если SO  — высота пирамиды, Т  — середина АС, то
SO =  2V2, ОТ =  |  ВТ =  i  Ц- АС  =  ^ ) .

Призма имеет максимальный объем, когда вершины М  и M'  при­
надлежат граням SAB  и SCB.  Пусть DEF  — сечение пирамиды пло­
скостью M 'M N ,  K L  =  x, SE =  ySB. Плоскость DEF  делит высоту 
SO  точкой Р в отношении у:(1 — у), считая от вершины S, поэтому
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S

К задаче 5.33.
2V 6 "

РО =  2 Л ( 1  — у). С другой стороны, РО — K N  sin α =  - у  х , следо-

вательно, у =  1 ---- — х. Далее, DF — у АС =  2 у, M N  =  х, поэтому

DN =  N'F  — щ  и, значит, NN'  =  2 у - - ^ = х  =  2 — х. Объем 

призмы V =  K L  ■ K N  sin а · NN'  =  ■— ~ - ( 5 V 3 x 2  — 8х3) . Эта функция

при х > 0 принимает наибольшее значение, равное ^ р , когда
_  _  5

ν -  хо -  4ντ·
5.34. |  V 3 .
(Пусть а и Н  — ребро основания и высота пирамиды, а — острый 

угол ромба, h  — высота призмы, у — ребро ее основания. Пусть пло­
скость верхнего основания призмы делит высоту пирамиды в отноше­
нии х:(1 — х) ,  считая от вершины. Тогда V =  у2  sin а-/г, где

, ,  ч A . a h . 3 ~ V3у-sin α =  Η - (1 — х),  и у  +  у +  у cos а =  ру х, у  +  у у =  Зх, у - у  =

=  V3(1 — x)  =>х =  1 — у, А =  6 — 6у, К =  3V3 (у2  — у3), У0 =  §)·
5 35 - 16- 75VT'
(Пусть а и Я  — ребро основания и высота пирамиды, а — острый 

угол ромба, h — высота призмы, у — ребро ее основания. Пусть
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плоскость верхнего основания призмы делит высоту пирамиды в от­
ношении х:(1 — х) ,  считая от вершины. Тогда V — у2 sin α· h, где

2 ,. _  т 2 .. νΊу -sin α =  H ( l  — χ),  
5

и h =  αχ —

h =  2 -  ^  у, V =  V3y2

W y' h — 2 x  ^ y ,  

2 ^ '  yo =  573 > ° ) ’

У  2 1 X>

5.36. 9'
(Пусть а тл H  — ребро основания и высота пирамиды, а — острый 

угол ромба, h — высота призмы, у  — ребро ее основания. Пусть 
плоскость верхнего основания призмы делит высоту пирамиды в от­
ношении х:(1 — х) ,  считая от вершины. Тогда V =  у 2  sin α· h, где

2 ψΣhh. ■ sin α =  H(  1 — x ) , и -у +  у + у  cos α =  щ  χ,  sin α =

l  + l y = V 2 x,

cos α -=

у  =  1 (у2 ~ ^ Л
■ - L · )

-  2 П >

5.37. V

Ъ[г л , о  / о 16 „  8 , 2  4V2у - 5- =  1 - х ,  h =  2 \ / 2  -  — у, -  '-■*

1
J \  

м |  \
Г ' -  '
1 '1 О -Τ '-·

1
1
1
1

" i 4 ^1 "'ч

✓ 1 
ι , '  ,

Ег 1 
1 I

д 1 1 
' ^  ^  к,

и  ^  т  Н
/*ч  ~' -- 2»

N 11
1
1
1

л Р

о,

л с д
К задаче 5.38.

5.38. V =  j | ,  R =  ^  ( А В = 1 ,  ВС =  \ ,  Л Л ! = | ) .
Р е ш е н и е .  Пусть О — центр сферы, K v  Кг, К 3, КА — точки, 

в которых сфера касается звеньев ломаной AFDDXA V G — сере­
дина ребра AD  (см. рис.). Из соображений симметрии точка О 
лежит в плоскости GFFXK4, а из того, что точка О равноудалена 
от точек F х и Е,  следует, что она лежит в плоскости а, прохо­
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дящ ей через точку М  — середину отрезка \ F^E\  и перпендику­
лярной FlF. Но из условия касания OK3 A D {D, следовательно,

1 3К3 е  а, и, значит, K 3D l =  M F l =   ̂ E F l =  По свойству касатель-
з

ных к сфере D iKA =  D 1 K3, отсюда D 1 A 1 =  2 0 {К^ = Т о г д а
3 5/iC =  2> A lB 1 =  АВ =  1, FD =  ~. Третье ребро параллелепипеда на­

ходим из теоремы о касательной и секущей: FK 2  =  FF l ■ FE.  Пусть 

DK3 — x,  тогда F M  =  DK3 =  x, F^F =  DXD =  x  +  | ,  FE =  x — ~,
5 /5  \ 2DK2  — DK 3 - x, FK 2  =  4 — x. Таким образом -  — x\ -~

=  ( * - ! ) ( * + ! ) > откуда и D iD==i-
Пусть N  — точка пересечения прямых М О  и GKA. В прямоугольных

треугольниках O M F { и ONK 3 имеем OFi =  ОК3 =  R, M F X =  N K 3 =  ~,

поэтому О М  =  ON.  Итак, OM  =  ^ A lB1= ^ ,  R =  VОМ 2 + M F f  =  
= VT3

4 ‘

5.39. V =  18χ/3, R  =  V7 (AB =  4 , ΒΒ λ =  | ) .

5.40. 7  =  | V 6 , Λ =  ^  (AB =  V6 , A D =  1, Α 4 , = | ) .

s  41  V  -V  =  —ν ц и л * у П И р

5.42. Ε =  70π.
Р е ш е н и е .  Пусть К  — точка, в которой плоскость т, проходящая

через точку А  и перпендикулярная ребру SB, пересекает это ребро
(рис. а).  Пусть О — центр основания пирамиды SABC,  ASBO = а. По

5 [2 2 122условию tg а =  -  V2,  поэтому cos а =  2 у - , ВО =  SB  cos а =  -  у— ,

АВ  =  BOV3 =  |  V22. Пусть Т  — середина ребра АС,  тогда С, Г £ х ,  
следовательно, Т К  — высота треугольника TSB,  в котором 
SB =  -у  , ТВ  =  j  V66 , а высота SO  равна . Удвоенная площадь 
треугольника TSB  равна S O ■ ТВ  и равна Т К - SB,  откуда Т К  =  V2.  Те-

A ж ггл  * О А Т  VI Iперь из треугольника АКС  находим tg р =  гДе

β =  А АК Т =  Х-  А АКС.  Отсюда cos β =  ~, С К  = Т К /  cos β =  |  у/2.
Определим теперь расположение цилиндра. Если проекция цилин­

дра на плоскость ε является прямоугольником, то его ось параллелль- 
на ε. Таким образом, ось цилиндра параллельна плоскостям SAB  и 
SBC,  т. е. она параллельна прямой SB. Кроме того, точки Т  и S при­
надлежат плоскостям оснований цилиндра, поэтому его высота Н  рав-
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S

к

/ у
°2

/  /  v / \  N./  /  \ Г  у  \  \
----

А
а К задаче 5.42. б

на SK,  т. е. Я  =  VSC2 — СК2 =  j .  Далее, проекции цилиндра на пло­
скости SAB  и SCB  — прямоугольники с общей стороной SK,  поэтому 
проекции нижнего основания цилиндра на эти плоскости — отрезки с 
общим концом К.  Это значит, что окружность нижнего основани ци­
линдра вписана в угол EKF,  где Е К ± С К ,  F K 1 .A K  (см. рис. б). Отме­
тим, что угол АКС — острый в силу того, что 

cos 2β =  2 cos2 β — 1 > 0. Итак основа­
ние цилиндра — либо окружность 
5ДОД,  либо окружность S2 ( 0 2). Но ци­
линдр с основанием 5, пересекает грань 
SAB,  поэтому основание цилиндра — 
окружность S2. Если R =  ОР — ее ра­
диус, то из Δ 0 2РК  находим 
R = 0 2К  cos β =  (R +  ТК)  cos β =  ■

=  ^ (R  +  V5),  следовательно, R =  5V2.
По формуле V = n R 2H  находим объ­

ем цилиндра.
5 43 V ■ V =ЦИЛ · у п и р  5 / 5 '

5.44. V =  9 л.
с  л е  т/ 4415.45. V =  -g - π.
5.46. V =  98 nVfi.
Р е ш е н и е .  Пусть А — общая точка 

сферы и окружности верхнего основа­
ния цилиндра, K N  — ось цилиндра, 
О — центр сферы, Е  — точка касания
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сферой нижнего основания цилиндра. Точки А и Е  лежат в плоскости 
α =  ( Ο Κ Ν ) , сечение цилиндра плоскостью а — прямоугольник 
ABCD  со сторонами AD  =  Н, АВ — Rn, сечение сферы плоскостью 
а — окружность радиуса R =  Rcф, проходящая через точку А, каса­
ющаяся стороны CD в точке Е  и пересекающая отрезок K N  в точках 
L  и М  так, что K L  : L M : M N  = 1 : 6 : 2 ,  так как K L  < M N  (см. 
рис.). Проекции сферы и цилиндра на плоскость основания цилинд­
ра — круги, окружности которых пересекаются в точках R  и Q, 
RQ — 8 (сфера касается образующих цилиндра, их проекции — точ­
ки R  и Q),  а расстояние между центрами О и Ot кругов равно 
E N  = ОР,  где Р — середина [ L M \ . Пусть G — точка пересечения 
сферой отрезка [АВ\ (G ^  A),  F — точка пересечения прямых ОЕ  и 
АВ. Тогда OF1.AB,  следовательно, F — середина отрезка \AG\ . 
Пусть KL  =  z, DE  =  AF  =  FG — x, KG  =  у. Тогда L M = 6 z, 
M N  =  2z, LP  =  3z, NP =  R =  5z. По теореме о касательной и секу­
щей KG KA =  K L  KM,  т. е. у(2х  +  у) =  7z2; N M - N L  =  N E 2, т. е. 
(х  +  у)2 =  16z2. Отсюда x  =  3z, y = z ,  2?ц =  2х +  у =  7z, 
θ ' θ ι =  N E  =  4z. Пусть Т  — середина отрезка [2?Q]. Тогда из 
A O R O l находим (7z)2 =  (5z)2 +  (4z)2 — 2·5ζ·4ζ cos β, где 

β = Ζ . / ? 0 1Τ'. Отсюда получаем cos β =  j ,  sin β =  Тогда

5ζ =  0 ' R  =  RT,  поэтому z =  Rn =  7 3 ^ ,  Яц =  9z =  3V6.

5.47. ν  =  η £ π .64

5.48. ν  =  ψ { ϊ .

5.49. 1 : 1 : 1, 7ι =  ψ .
Р е ш е н и е .  Пусть S t и S2 — площади се­

чений, V, V v У2 и V3 — соответственно объ­
емы пирамиды и частей, на которые пира­
мида разбивается плоскостями сечений счи­
тая от вершины. Пирамида и ее сечения 
симметричны относительно плоскости ASC 
(см. рис.), поэтому сечения — дельтоид A K L M  (А К  =  АМ, L K  — L M ) 
и треугольник BED,  где A L L K M ,  ОЕ ± B D  (О  — центр основания пи­
рамиды). Таким образом, S { = ^ K M - A L ,  S 2  =  ~ BD ■ ОЕ  и значит,

К М  =  ^  BD,  так как A L  — 2ОЕ.  Отсюда следует, что SL  =  LE,  откуда
SL  : L E  : ЕС  = 1 : 1 : 1 ,  так как L E  =  ЕС.  Это означает, что равны 
расстояния h: от точки S  до плоскости а =  (A K L ), между плоскостями 
а и β =  (BED)  сечений, от точки С до плоскости β. Отсюда следует,

S

D
К задаче 5.49.
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что Р , =  Р3, так как S l =  S2. Но Р3 =   ̂ Р ,  так как площадь тре­
угольника BCD  вдвое меньше площади квадрата ABCD , а отношение 
высот Е Т  и SO  пирамид EB CD  и SABCD  равно ЕС  : SC =  1: 3 .  Поэто-
МУ V X =  V3 =  S, V 2 = V - V 1 32. Найдем ОЕ.  Имеем:
ОТ : ОС =  SE  : SC =  2 : 3, поэтому ОТ =  2, E T  =  ^ SO  =  f , ОЕ =  -у. 

Отсюда S2 =  10 и из равенства Р3 = hS  находим h.

5.50. 1 : 1 : 1 ;  VX =  V3 =  ^ ,  V2  = -  h =  ^  V6' п з
Р е ш е н и е .  Сечения — треугольники CED  и 

BFG  (см. рис.), где BG\\DE, FG\\CE,
d e  =  \ b g - >FG =  \ C E

' v i =  v 3 =  i v -

SG =  GE =  EA  => 

Далее CE =  ED  =  V3 =

=  CD-- c  _  c  _  3VT >Oj — o2 — 4 .

5.51. 1 : 1 :  1; V 1 =  V3 =  1, V2  =  4; h =  -

5.52. 1 : 1 : 1 ;  K, P  1 —  P  =  — · h =  —  y 3 y j ’ K 2 ,/T> t
5.53. К = 9VT4

20

VT’
π.

Р е ш е н и е .  Пусть О — центр окружности основания конуса, Р — 
центр основания призмы (см. рис.). Из того, что 
треугольник B C XD равнобедренный, следует, что 
О е  С, Р. Радиус г =  ОР вписанной окружности 
находим по формуле S  =  гр, где S  — площадь, 
р  — полупериметр треугольника BC XD. Имеем: 
р =  8V2 и S =  24, следовательно, г =  3/V2. Далее 
плоскость АС\ С перпендикулярна плоскости 
BC XD  основания конуса, поэтому она содержит 
вершину К  конуса. Итак, К  е  (ЛС^С) П (АВ С Х), 
т. е. К  ε  А С Х. Высота КО  конуса находится из 
треугольника К О С х: А К С хО =  а =  β — у, где

tg β =  А С /С ХС =  6/V7, tg у =  РС/СХС =  3/V7, откуда tg а =
=  3V7/25 и КО  =  (С ,Р  — г) =  10̂ 14- Объем конуса находим по

1 9формуле Р =  j  КО-жг .

К задаче 5.53.

5.54. И; 15VT π (г =  | ,  h =  К  е  / — прямой, проходящей
через точку S, 1\\ВС)

5.55. Р =  у  π (г =  1, Акон =  у ,  К  е  I, 1 =  АС Х).
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5.56. Ε =  ^ π  (r =  7T’ Лкон =  7У> K G S P ,  Р —  центр грани 
ABCD).

5.57. К =  | .
Р е ш е н и е .  Пусть М [ и М 2  — многогранники, на которые рассекает 

призму плоскость сечения а, и около М { можно описать сферу, а около 
М 2  — нельзя, и S 2  — площади их поверхностей. Каждая грань впи­
санного в сферу многогранника — вписанный в окружность много­
угольник, так как сечение сферы плоскостью грани — окружность, со­
держащая все вершины этой грани. С другой стороны, около прямо­
угольной трапеции нельзя описать окружность. Поэтому плоскость а 
пересекает грань A ^ C jC  призмы либо по отрезку [KjV] , N  е  [CCJ 
(см. рис.), либо по отрезку [ATVj], Ν 1 & [ААХ\ и, соответственно, тре­
угольник K C N  либо треугольник Κ Α Ν ι — грань многогранника М 1 

(эта грань не может являться прямоугольником, так как в противном 
случае а ±  {ABC)).  Если плоскость а не пересекает ребро ВВ1, то мно­
гогранник М, — треугольная пирамида, например, N K C L l , но тогда 
5, < S2. Таким образом, а пересекает ребро В В Х и М, имеет два парал­
лельных ребра, одно из которых лежит на прямой BBV другое — на од­
ной из прямых А А Х либо СС,. Соответственно, гранью М { будет один 
из прямоугольников Α Ν γΜ Β , либо CNMB.  Отсюда следует, что а пере­
секает грань ABC  по отрезку K L V K L X\\AB, либо по отрезку KL,  
KL\\BC.  В первом случае 
S, =  SABLK +  SKAN  ̂ +  SLBм  +  SABMN  ̂ +  5сеч <

<  5 0 +  i  5 r  +  S r  +  5 се ч  <  5 2>
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где S 0 — площадь основания, ST — площадь боковой грани призмы. 
Таким образом, а пересекает призму по трапеции K L M N  (KL\ \MN ). 
Пусть Т,  Г, — середины ребер ВС и B lCl , R  и Е  — точки пересече-η
ния плоскостью а отрезков АТ  и ΜΝ .  По условию tg L E R T  =  - ,

^  7VT поэтому Т Е  =  -^г-, значит,

с  _ 7 / 3  „  _  с, _  2 1 /Т  с  _  15/3
BCNM  1 6 ’ KCN LBM  1 2 8 ’ BCKL  6 4

и равенство S, =  S 2  можно переписать в виде

+  Ш  + Щ ' { г < 1  +  Ъ л .
64 ' 64 ' 16 2 ( 4  1

Отсюда А А Х =  и V =  | .
5.58. V =  2100 (ААХ -  7, сечение — трапеция MN K L,  А М  : М В  =

=  A N  : C N = 2  : 3, B L : B XL =  СК  : СХК  =  ЪЪ : 2).

5.59. F =  |  (Дб) =  сечение — трапеция DEFG, ВЕ : В ХЕ  =
=  CF  : CXF  = 1 1 : 1 ,  AD : DB — AG : CG =  1 : 2).

132 115.60. V =  (AAX =  —, сечение — трапеция DEFG,  где 
ВЕ : А Е  =  BD : CD =  1 : 4 ,  AF : A XF =  CG : C,G =  10 : 1).

Р е ш е н и е .  1) Плоскость сечения а не может пересекать только 
одно из ребер А А Х, BBV ССХ.

2) Плоскость а пересекает два из этих ребер, поэтому а парал­
лельна одной из прямых АВ  или АС,  значит, грань М х, лежащая в 
плоскости ABC  — вписанная трапеция, тогда она — равнобедренная 
трапеция, следовательно а ||АС.

5.61. ВС =  5V6 , угол между плоскостями D XDC и ABC  равен

arccos j ,  расстояние от точки D до центра сферы равно 12.
Р е ш е н и е .  Пусть L D XD А =  L D XD С =  а, где а — острый угол (см. 

рис.). Тогда двугранные углы при ребрах DA  и DC равны между собой 
и являются острыми (каждый из этих углов углов обозначим β).

Для доказательства этого утверждения достаточно построить проек­
цию L  точки D x на плоскость ABCD,  затем опустить из точки L  пер­
пендикуляры на AD  и CD и воспользоваться равенством соответствую­
щих прямоугольных треугольников.

Пусть О — центр вписанной в призму сферы, Ох и Ог — проекции 
точки О на грани A XB XCXD X и ABCD.  Тогда ООх =  ООг =  R,  где R  — 
радиус сферы. Рассмотрим сечения Ф, и Ф2 призмы плоскостями, пер­
пендикулярными ребрам AD  и DC.  Фигуры Ф1 и Ф2 являются паралле­
лограммами, каждый из которых описан около окружности радиуса R.
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Поэтому фигуры Ф, и Ф2 — 
ромбы, высота каждого из них 
равна 2R,  а острый угол равен 
β. Стороны этих ромбов равны 
соответствующим сторонам 
прямоугольника ABCD  и из ра­
венства ромбов следует, что 
ABCD  — квадрат.

Пусть D2 — проекция точки 
Dx на плоскость ABCD,  тогда 
DXD2 =  2 R. Проведем через 
DXD2 п л о с к о с т ь , перпендику­
лярную DC  и пересекающую DC в точке К. Тогда D XD2K, DXD2D и

DXD K  — прямоугольные треугольники, L D XDD2 =  у =  arccos (по 
условию), A D XK D 2 =  β. Так как отрезок D XK  равен стороне ромба, 
т. е. DXK  =  CD,  то DXD2 =  2R =  D XK  sin β =  CD sin β. Последнее вы­
ражение в этой цепочке равенств равно высоте ромба Ф ,, D XD2 =  
=  D XK  sin β =  DDX sin α sin β и D XD 2 =  DDX sin γ. Заметим еще, что

точка D2 лежит на диагонали квадрата ABCD  и поэтому L D 2DK  =
DK.DxD2 =  DD2 tg у, где DD2 =  — -, DK  =  DDX cos а, и поэтому

DxD2 — DD j tg у cos a  
cos л/4 Отсюда получаем sin a sin β =  sin γ =  

V2 tg γ cos a, где cos γ =  y = ,  sin γ =  2 ^ ,  tg γ =  2V3 , cos a =

2 V6  cos γ 1

R =

2 x726’
CD  sin

Sin “ =  7Ж ’ SinP =  ^  =  T ’ C0S β =  β =  *Π*08 j ,
_  5V5; 2V̂ _ 6

Рассмотрим, наконец, прямоугольные треугольникиD 0 0 2, D M 0 2vl 
DMO  (M — точка, в которой одно из проведенных сечений пересекает 
ребро AD,  т. е. является вершиной одного из построенных ромбов, см. 
рис.). Так как сфера касается граней двугранного угла при ребре DC,

то А О М О г =  | ,  D 0 2  =  R c tgfiir^ M ’ D O =  ^ R 2 +  d ° 2 - Подставляя 
найденные значения β и R, находим DO  = 1 2 .

5.62. А С, CD =  arctg | ,  угол между боковым ребром и плоскостью

основания призмы равен arccos ^==, расстояние от точки С до точки 
касания шара с плоскостью A A XD равно 4V3.
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5.63. AD =  8, угол между плоскостями АА^В и ABC  равен 60°, 
расстояние от точки А  до центра сферы равно ЗуТЗ.

5.64. LB^BC =  60°, угол между боковым ребром и плоскостью
основания призмы равен arccos расстояние от точки В  до точки 
касания шара с плоскостью D{DC равно VT0.

с АС 18 665.65. 6-уз з , ^ .

Р е ш е н и е .  1) Пусть Ν 1 — проекция точки 
N  на плоскость ABCD  (см. рис.), Е  — основа­
ние перпендикуляра, опущенного из точки Ν { 
на АК,  Sj — площадь треугольника A N {K, 
h l — расстояние от точки N  до А К  (N E  пер­
пендикулярен А К  по теореме о трех перпенди­
кулярах). Используя условия задачи, найдем 
площади S2, S3, S4 треугольников A D K V

2S
K C N l и N {BA  и тогда Sj =  36 — (S2 +  S3 +  S4) =  12, N {E  =  где

ЛК =  6ψ + ΐ  =  2VT3, Ν γΕ  =  h, =  Ί Ν Ν ]  +  Ε Ν \  =  6^ .
2) Для нахождения расстояния г между M N  и А К  воспользуемся

формулой
  6υ  .

Г ~  A K  MN sin φ ’

где ν — объем пирамиды Α Μ Ν Κ ,  φ — угол между Μ Ν  и ЛК. Введем 
систему координат, указанную на рис. Тогда Л(0; 0; 0), М (0; 3; 0),
N  =  (3; 6; 6), К(6;  4; 0), J WV=( 3 ; 3 ; 6 ) ,  А К = ( 6 ; 4 ; 0 ) ,  cos φ =

\ ( ΜΝ, ΛΚ) \  3-6 +  3-4 5 . Л [ί3 „  „_  _     78' Если S 0 — площадьsin φ =
\ΜΝ\· \ΛΚ) bVW Vr&’ 

треугольника АМ К ,  то S 0 =  3■ 6 =  9, ν =  S0-6 =  18 и по формуле

( 1 ) находим, что г = 18
V53"

3) Если плоскость перпендикулярна вектору п =  (а; Ь; с) и про­
ходит через точку М0(х0; у0; z0), то уравнение плоскости записыва­
ется в виде

a ( x - x Q) +  Z>(y-у0) +  c ( z - z Q) = 0, (2 )

а расстояние h от точки ЛДх,; у^ Zj) до этой плоскости выражается 
формулой

|  a  ( X j  -  Х 0 )  -I- b ( y i  -  У 0 )  +  C ( z l  -  Z 0)  |

Va2 + b2 + cL
(3)
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Вектор п, перпендикулярный плоскости Μ ΝΚ,  найдем, пользу­
ясь тем, что п ± М К  и η ± Μ Ν .  Так как М К = { 6; 1; 0), 
Μ Ν  =  3(1; 1; 2),  то

; (Тг, М К ) = 6 а +  Ь =  0,
( η , Μ Ν )  =  3 (а +  b +  2с) =  0.

Полагая а — 2, из этой системы найдем Ь =  —12, с =  5, и поэтому 
п =  (2; —12; 5).  Взяв в качестве М0 точку М ( 0; 3; 0), запишем урав­
нение (2) в виде 2х — 12у +  5z +  36 =  0, а затем по формуле (3) 
найдем расстояние h от точки Hj(0; 0; 6) до плоскости MNK:

h _  5 -6  +  36 =  66
_  V 4 + 1 4 4  +  25 _  / Ш "

З а м е ч а н и е .  Эту задачу проще решать с привлечением понятия 
«проекция вектора а на направление вектора 6». Пусть угол между 
вектором а и вектором b равен а, тогда проекция р  вектора а на на­
правление вектора b равна р = \ а \  cos a, a так как (а, Ь) =

=  | а | · | b | · cos а, то р — Покажем, как решается задача 5.65 при
1*1

помощи нахождения проекции.

Г) Найдем проекцию р. вектора Λ Ν  на вектор АК: р, =
\АК \

Так как A N  =  3(1; 2; 2),  А К  =  2(3; 2; 0), то =

тогда по теореме Пифагора h x -  VΑ Ν 2 — pf =  81 —
2') Расстояние между скрещивающимися прямыми Μ Ν  и А К  рав­

но расстоянию между параллельными плоскостями, содержащими
эти прямые. Такое расстояние равно модулю проекции вектора А М  
на направление нормали к указанным плоскостям (вместо вектора
АМ  можно брать любой другой вектор с началом на одной и концом 
на другой плоскости). Вектор п — (а; Ь\ с) нормали найдем из усло­
вия п ± А К  и η ± Μ Ν ,  т. е.

[2(3а +  26) =  0,
[3(а +  6 +  2с) =  0.

Отметим, что А М  =  (0; 3; 0), А К  =  2(3; 2; 0) и Μ Ν  =  3(1; 1; 2). 
Полагая с = 1 ,  получим из системы а =  4, Ь =  — 6, т. е.

п =  (4; - 6; 1), тогда г =
I η ] V a ^  +  b ^ + c 2 ν53
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3 ) Расстояние h от точки А 1 до плоскости M N K  равно модулю 
проекции вектора М А 1 на направление нормали п к плоскости 
M N K  (вместо вектора М А { можно взять любой другой вектор с 
концом в точке Л1 и началом, лежащим на плоскости MNK).  Так

I («, М А Х)\
как п =  (2; —12; 5),  

36 +  6 -5  66

М А 1 =  (0; — 3; 6), то Л =  -

V4 +  144 +  25 ~  /1 7 3 "

(Й.  JJL·
1 7 ’ / 7 7 ’ / 9 3 '

D

5.66. 6

5.67. 3Λΐψ 78
’ νΤΓ’ /1 9 7  ‘

16 28 
/ТЯГ / 7 7 '

5.69. Радиус основания конуса 
а/ГТ( 8 — 3 /3 )

5.68. 2 /5 ;

г =  - ,  радиус шара R
Р е ш е н и е .

7 4 /3
1) Пусть Οι —

центр основания конуса, г — ради­
ус основания конуса, Ог — центр 
грани ABC, Е  — середина АС,  
F — точка пересечения окружности 

к задаче 5 69. основания конуса с DE  (см. рис.),
ADAC =  2а, AB ED  =  β. Тогда

O O j T D E ,  D 0 2 ± B E ,  0 2Е  =  В 0  =  ^ = ,  O F — ОЕ =  / = ,  A O F E  =  β,

ΖΟ,ΑΕ: α, r =  OE  cos β =  cos β =  j  tg a,

2/3~ c o sp ’

4 tg2 a =  1,

откуда tg 2 a 

tg a =  7 ,

DE  =  Z tg 2a =  

■p, 18 α =  +  α>8 β, tg 2 a tg a =  -i
3 ’

O №  ■ r,COS β =  — , Sin β : /13 
4 ’ ctg β =  Л/тз,

а , αr =  -  tg α =  - .
2) Центр Ρ вписанного шара лежит в плоскости BDE.  Точка Р  рав­

ноудалена от OF  и ОВ  и принадлежит плоскости, делящей пополам 
двугранный угол при ребре АВ.

Пусть R  — радиус шара, М  и К  — проекции точки Р  на
ВЕ  и АВ  соответственно (см. рис.). Тогда Δ Ρ Κ Μ  =  l|, L B O P  =  
=  L P O F  =  β { L B O F  =  2β по свойству внешнего угла тре­

угольника FOE) .  Поэтому О М  =  R ctg β, К М  =  R ctg
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С другой стороны, В М  =  ВО  — О М  =  — R  ctg β. Следователь­

но, 2R  ctg |  — R  ctg β, откуда

R··
2V3"(2 ctg £ +  ctg β

Так как ctg2 £ =  1 +cos β =  4-± ^  =  (4+v/J)2 то c t g ^ =  4±VT и1 ак как ctg 2 l - cosp 4- VJ  13 ’ CIg2 vTT
2 c t g P + c t c 6 - 8 + 3VJ· R — ___^ ___ _ a/T3(8-3V3)z c i g 2 - r c i g p  ^  , κ  2V3(8 + 3V3) 74V3

5.70. Боковое ребро пирамиды равно радиус шара R  =
=  а(У55-УЗр 

16

5.71. Радиус основания конуса г =  -^=, радиус шара R =  
2а(2у/ТГ— 9)

5.72. Боковое ребро пирамиды равно радиус шара R =
aV3 T (2 -V 3 )

' з<| 7 +  ю ,/з )  
44

5.74. ^ r .

5.75. г.

К задаче 5.76.

17 +  7V7 
5Л 6· ----У2 ~ Г-
Р е ш е н и е .  Пусть А, В, С — проекции на основание цилиндра ша­

ров радиусов г, г и 2г соответственно, О — центр основания цилиндра, 
К  — середина АВ, Μ,  N  и Р — проекции на основание точек касания 
шаров с боковой поверхностью цилиндра (см. рис. а), О, и 0 3 — цен-
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тры шаров радиусов г и 2r, D — середина С 0 3 (см. рис. б). Тогда

(){0 3 =  3г, 0 {А =  0 3D =  r, 0 {D =  АС =  ^9г2 -  г2 =  2V2г.
Пусть х  — радиус основания цилиндра, тогда ОМ  =  ON  = ОР =  х 

(рис. а ) , КС =  V А С 2 — А К 2 - V8 г2 — г2 =  п /7 ,  так как А К  =  А М  =  
=  г; ОС =  ОР — РС =  х — 2г, ОК =  КС  -  ОС =  r ( V 7  +  2 ) - х ,  
О А  =  О М  -  А М  =  х -  г.

Из треугольника ОАК  по теореме Пифагора получим 
ОК2 = О А 2 -  А К 2, т . e. (r(V7 + 2 )  -  x ) 2  =  ( х - г ) 2 - г 2, откуда 
найдем х.

С  н п  o _ * V 3  п  _ a ( V J —  1) п  _  a (V Т + 1 )Э. / /. о — 6 , К1 — 4 , — 4

с  2 а2 а\^2"
Э' /в· V3* 2 + V2+V3'
Р е ш е н и е .  Плоскость Р пересечет грань B B ^ D ^  куба по прямой 

ZJ.F||#.D, где £  e  -D-Dj, а ребро СС, — в некоторой точке К  (см. 
рис. а). Пусть Q — середина BD, М  и N  — основания перпендику­
ляров, опущенных соответственно из точек D и Q на плоскость Р. 
Тогда D M  =  QN,  так как BD\\P, и N  G АК.

К задаче 5.78.
Г у

По условию L D A M  =  arcsin AD =  а, откуда находим D M  =  

=  AD ~  =  QN.  Из треугольника AQN,  в котором AQ  =  ^-γ-,

QN =  4 р , находим Z. Qv47V =  и поэтому ИЛТ - ИС —~  а.
C O S -Τ'6

Пусть S — площадь сечения куба плоскостью Р,  тогда 
S =  ^  A K E F ,  где E F  =  BD =  aV2,  и поэтому S =  а2.

Найдем радиус R  вписанного шара. Заметим, что центр О шара 
лежит на биссектрисе угла К  АС  (см. рис. б), а проекция L  точки О 
на грань ABCD  принадлежат АС.
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Из треугольника AOL,  в котором L O A L  =  γ L K A C  =  γγ, OL =  Л,

1 +  cos ^
находим A L  =  R  ctg где c t g ^  = ------- -— =  2 +  V3. Так как

sin —
О

LC =  RV2, АС  =  AL  +  LC,  то aV2 =  R  jctg ^  +  V2 j .
З а м е ч а н и е .  Искомый радиус можно найти, заметив что он 

равен радиусу шара, вписанного в треугольную пирамиду 
K CE lF l , где Е х — точка пересечения прямых К Е  и CD, F { —

3 Vточка пересечения прямых KF  и СВ, используя формулу R  =  — ,
п

где V — объем пирамиды K C E lF v  Sn — ее полная поверхность.
с  п п  с  _  3q2 п  _  ° ( 3 —VT) n  _ а ( 3 + V T )5.79. о — )6 , R i — g , R2 — 8

5.80. S =  a V 2,  R  =  г|^ у ·

5.81. A, arcsin ^=, -у.

5.82. и, f , f .
Р е ш е н и е .  1) Пусть Е  и F  — середины ребер АС  и BD соответ­

ственно (рис. а).  Тогда A F ± B D ,  так как A B = A D .  Кроме того 
BDJl A C  п о  условию. Следовательно, BD перпендикулярно к плоско­
сти AFC  и поэтому CF LBD.

К задаче 5.82.

Так как точка Е  равноудалена от плоскостей ABD  и BCD,  то пло­
скость BED  делит пополам двугранный угол при ребре BD, a E F  — 
биссектриса угла AFC  (AFC  — линейный угол этого двугранного уг­
ла, поскольку A F ± B D  и C F ± B D ) .  Итак, E F  — биссектриса и ме­
диана треугольника AFC  и поэтому AF  =  FC. Из равенства прямо­
угольных треугольников AFD  и CFD  следует, что CD =  AD  =  а.

2) Перпендикуляр, опущенный из точки А  на плоскость CBD,  ле­
жит в плоскости AFC,  а его основание М  — на прямой CF (рис. б).
Поэтому L F C A  — L F A C  =  β, где sin β =  Так как FA  =  FC =  

то АС  =  2Е С  =  2FC  cos β =  aVl .  Но АС 2  =  CD2  +  AD 2  =  2а 2
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(рис. а).  Поэтому ДАОС — равнобедренный и прямоугольный, а

3) Основание перпендикуляра, опущенного из точки F на плоско­
сть ACD,  лежит на прямой DE. Поэтому угол между ребром BD  и 
гранью ACD  равен углу FDE  (на рис. а этот угол обозначен у). В
треугольнике E F D  имеем ED  — ^=, FD = EF = CF sin β

_ д\[Ъ 1 а 
~~ 2 73 ~  V

Применяя теорему косинусов для треугольника EFD,  получаем

Р е ш е н и е .
а) Построение сечения. Пусть Е, F  и К  — середина ребер АВ, 

A iCl и ВВ 1 соответственно. Проведем:
а) прямые К Е  и А А Х пересекающиеся в точке М;
б) прямую FM,  пересекающую отрезок АС  в точке Р;
в) прямую А \В {, пересекающую прямую КЕ  в точке L;
г) прямую FL,  пересекающую ребро B iCl в точке N  (рис. ).

A C A D  =  τ· 4

а а . а ~ а а 1 л
Т  =  Т  +  Т  _  2 2 ?2 cos Ί ’ откУДа C0S У =  72 ’ У =  7'

5.83. /г, | ,  π — arctg ·|.

5.84. aV3,  arccos arctg

э.»  /. arccos γ =.

Тогда E PFN K  — пятиуголь-
Ci ник, получаемый в сечении

•L скостью сечения а.
Пусть F  j  — середина АС,  

G — основание перпендикуляра 
опущенного из точки F v на РЕ. 
Так FF{ — перпендикуляр к 
плоскости ABC,  а прямая РЕ  
перпендикулярна проекции F f i  
наклонной FG, то F G ± P E  (тео­
рема о трех перпендикулярах).

призмы плоскостью, проходящей 
через точки Е, F  и К.

б) Вычисление угла между 
плоскостью основания и пло-

м

К задаче 5.88.
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Итак, прямые GF и GFV лежащие в плоскостях а и ЛВС соответст­
венно, перпендикулярны РЕ  — линии пересечения этих плоскостей. 
Поэтому A F G F l =  φ — линейный угол двугранного угла между пло-

F F .
скостями а и ABC,  a tg φ =  -ψ-ρ.

Найдем F f i .
Пусть AB  =  а, BB{ =  h. Тогда из равенства треугольников А М Е  и 

КВЕ  следует, что А М  — у, а из подобия треугольников М АР  и
J ί  А т, Л Р  Μ Α  1 . _  1 . _  аM A XF  находим: —  =  _  =  откуда АР =  у A,F  =  у.

Из треугольника А Р Е , в котором АР  =  у, АЕ  =  у, Δ Ρ Α Ε  =  у , по 
теореме косинусов получаем

р р 2  _  , а _  _  ~  а  а
36 +  4 6 2  2 ’

n „ aVT 2  VT откуда Р Е  =  - у -  =  — .
Пусть S, S, и 5 2 — площадь треугольников ABC, A E F j и PEF х 

соответственно. Так как E F  х — средняя линия в треугольнике ABC,

то S ! = y S ,  a S2 =  | S j = y S  (АР =  уАР, ) .  С другой стороны, 

s 2  =  k  Р Е ’ откуда j
25, 3 4

I Р Е  а£[_ 
6

=  2# ·f , G ·

V42
h 1  \ [ 2  (2

=  =  cos т  =  11 з > φ - arccos Уу.
2V f

в) Вычисление площади сечения.
Пусть σ и Oj — площади соответственно сечения и его проекции

о,
на плоскости ABC. Тогда σ =  — —.

COS ιρ

Заметим, что проекцией сечения на плоскость ABC  является пя­
тиугольник Ρ Ρ {Ν {ΒΕ  (jVj — проекция точки N  на плоскость ABC),  
в котором FjjYJIPfi, так как F^ y WFN,  a FN\\PE.

Если Q — середина P F X, то PQ  =  QFX =  АР  =  у, РЕ  — средняя
линия в треугольнике ABQ  и поэтому PE\\BQ,  откуда следует, что 
FjA^HBQ, так как F ^ ^ P E .

Из подобия треугольников CFlN l и CQB следует, что 
C7V, CF, а 2
~СВ~~С&'  где с в = а ’ C^ = f ’

з
откуда находим CWA =  ^ а .
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Пусть S3 и S4 — площади треугольников АРЕ  и CF{N { соответст­
венно. Тогда

S 3  3  S l  1 2  S '  4  2  8  S ’

σ, ( s 3 +  s 4) = ^ s

откуда σ = σ Μ
13VT

24

3 S
4 2 
J_3 a 2V3 
24 4

13vT

5.89. V30 лУЗО 
4 ’ 28 '

S

К задаче 5.89.

Р е ш е н и е .
Пусть Е  — точка пересечения ВС  

и AD, М  и N  — середины отрезков 
CD и АВ  соответственно (см. рис.).

Тогда АВЕ  — правильный тре­
угольник, N E  =  ~  АВ  — Зл/З, M N  -

— |  №5 =  2V3, M E  =  V3, так как
MjV — диаметр вписанной в тре­
угольник / 1ЯЕ окружности, радиус ко­
торой равен ^ NE.

Заметим, что перпендикулярными 
основанию пирамиды являются грани 
SBC и SAD,  а линия их пересечения 

(прямая S E ) — перпендикуляр к основанию и =  V~5.
Пусть М К  — высота в треугольнике SMN,  тогда М К  — перпенди­

куляр к плоскости ABS ( К М  ± S N  и К М  ±АВ,  так как АВ  — перпенди­
куляр к плоскости SNE).  Прямая CD параллельна плоскости SAB  и 
поэтому расстояние от точки D до плоскости SAB  равно МК,

Если A S N M  =  φ, то К М  -- M N  sin φ, где tg φ =  ^ =, откуда
v3 " .  г. /о- ν3 " V30

Sln φ =  472 ’ К М  =  2^ Ш  =  ^ ~ ·
2) Пусть О — центр окружности, вписанной в треугольник SCD,  

Р — точка пересечения отрезка S N  с перпендикуляром к стороне S M  
треугольника SM N,  проведенным через точку О.

Радиус г этой окружности равен радиусу основания конуса, высота
Н  конуса равна ОР,  а его объем К =  -  ш 2Н.

Если σ 
\_
2

площадь треугольника SCD, р  — его полупериметр, то 
σ =  \  CD SM,  p =  SD +  где CD =  \ a B =  2, S M  =

=  VS£ 2 +  Μ Ε 2  =  V 5 + T  =  2V2, SD =  VSM2 +  M D l  =  V8T T  =  3, 
/; =  4, σ — 2V2 и поэтому

=  ι ν ΐ - ψ  =  ψ .
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Пусть L N S M  =  а, тогда Н  =  SO  tg а =  "Щ- tg а. Найдем cos а, 
применив теорему косинусов к треугольнику SMN.  Получим 
M N 2  =  S N 2  +  S M 2  -  2 S N - S M  cos а, где S N  =  VS£ 2 +  N E 2  =  
=  V5 +  27 =  4V2, S M  =  Ъ П , откуда cos α =  tg α =

3V2 \Τ 5  3-/30Я  = 2 7 14 '
_ οη 12νΤΠ~ 48\Τ5 
3 ' ν υ '  37 ’ 65 -

V30 πν30  
~ 4 ~ ’ 28 '
12νΤΤΤ 48VT5

5.91.

5.92. 37

5.93. arccos
’ 65

7 £Vj6 
2VT9"’ 9 ■ W ? ·

К задаче 5.93.

Р е ш е н и е ,  а) Пусть А/ — середина 
ЛС, L D C F  =  α, φ — угол между пря­
мыми ВС  и К Е  (см. рис.). Тогда

L E K M  — φ, cos α =  β β  =  ^=.

Из треугольников К Е М , С Е М  и КЕС  по теореме косинусов получаем 

Е М 2  =  К Е 1  + К М 2  -  2КЕ ■ К М  ■ cos φ,

Е М 2  =  Е С 2  +  М С 2  -  2ЕС -М С  cos |  =  γ  + j -  -  2 | · | · ^  =  ^  α2,

K E L

откуда следует, что
..2 , „ . . 2  „ 2

а , За ™ а a v T  1
ΊΓ 4 "Г 2 'vT

19а
36

7а* 19αζ . сР ™ αγΤ9 а
1б“ =  Ί Ϊ Γ  +  Т  ~ 6 2 cos c o s * : 2VT9’

3 (3  
S in  φ  = 2 1 ( 1 9 ·

б) Расстояние р между прямыми ВС и Ю? равно расстоянию 
/г от точки С до плоскости КЕМ,  так как прямая ВС параллельна 
этой плоскости.

Вычислим двумя способами объем V пирамиды КЕМС:

V = \ 9 S l = \ h S 2, 

где Sj и S 2  — площади треугольников К Е М  и К М С  соответственно, 

h =  E L  (L  G КС, EL\ \DF),  h =  \  DF =  \  = ^ .
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в) Пусть О — центр сферы, проходящей через точки А, В, Е  и 
F. Точка О лежит на перпендикуляре к плоскости ABF,  проведенном 
через центр N  окружности, описанной около треугольника ABF  
(рис.)· Если R  — радиус этой окружности, а х  — радиус сферы, то

ОВ =  ОЕ =  x, R =  N F  =  - ^  =  ^ = N A .
2 sin — v J

Пусть Ο Ν  =  у, A O N E  — L N E L  =  β. Тогда из треугольника Ο Ν  А 
по теореме Пифагора имеем 2

*2 =  /  +  у ,  ( 1 )
а из треугольника ONE  по теореме косинусов находим

X2 =  У2 +  N E 2  -  2 у ■ NE-cos  β,

где

> * р = ж ·  N L  =  N F + F L = - k + l i = - i h ·  w = 7 i ·

о  1 Д  WE,  E L
C O S  β  =  - j  Д , Ν Ε  =  j  =  Й .r  3 1 3 ’ cos 6

Следовательно,

2 =  у2 +  й2 — 2 ау  ^ 2 . (2)3νΤ·

Из (1) и (2) находим у  =  й ^ |, х =  й
-  5 a a J 4515.94. arccos
f  q c  ЯГГГП„ Д _  2VT αΤΠΓ5.95. arccos 2̂ - ,  4yT .
_ π a a A209
5'96· 3’ 7 6 ’ 8Г г ·
с о ' т  i \  77 40^2" q\  75.97. 1) 3̂ ; 2) 3) arccos—.
Р е ш е н и е .  При пересечении пирамиды плоскостью а получается 

равнобедренная трапеция E N M F  (рис.), где EN\\FM\\CD.
а) Пусть Р и Q — середины сторон F M  и ΕΝ,  σ  — площадь се­

чения. Тогда
σ =  \ ( Ε Ν +  FM)PQ,

где
™  =  Д  =  5· FM  =  i C D  =  i

Если О — центр основания ABCD, L  —точка пересечения SO  
и PQ,  φ =  A Q S L =  L P S L  , К  — середина CD , то

s k  - 11so2 + O K2 = v T + T - 3 ,  S P  = ~ S K  = f , SQ  = \ s k = \ ,
O K  1 272 1 T 7 . ~ 472

tg  φ  =  s o  =  2vT> c o s  φ  =  T " >  s in  φ  =  3 ’ c o s  φ  =  9 ’ s in  φ  =  “ T -
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Из A S P Q  по теореме косинусов находим

PQ 2 =  1 + f - 2 - 1  - f  · |  =  PQ ■■ 21 
6 ’

тогда
■ - * ! + !

77
36'

б) Искомый радиус г сферы равен 
расстоянию от точки А  до плоскости а, а 
г =  2х, где х  — расстояние от точки S до 
плоскости а.

Но х  — высота в треугольнике SPQ,  
проведенная из вершины S.

Пусть σ, — площадь треугольника 
SPQ,  тогда

σ, = ^ S Q  SP  sin 2φ =  ^ ,

λ; =
2°ι 2 0 V2 r =  2 x 4(У2

К задаче 5.97.P Q  33 ’ 33

в) Угол β между плоскостью а и плоскостью ABCD  равен углу 
между SG и SL,  так как S G .La, SL EABCD;  cos β =  Для вычис­
ления SL  воспользуемся формулой для биссектрисы в треугольнике 
SPQ.

Получим
SL  ■ 2SQ SP  cos φ 

S Q  +  SP
40V2

21

откуда cos β =  уу.
, „ 0  . 4  1 6 У У  « Ч  2\[(>  ΛΝ 15.98. 1) 2) — ; 3) a rcco s^ .

5.99.
81

S ; 2) 3) arccosTT-
11 ПП 16VT «ч &·/(>5.100. 1) -g j - ;  2) — ; arccos^-.

5.101. 84^39 1632VT
55 ’ 275 '

Р е ш е н и е .  1) Пусть Е  — середина АВ, L B D E  =  L A D E  =  а
10.3 4 3 В Е(см. рис.), тогда tg а =  ^, cos а =  sin а =  AD =  BD =

О /1j b d  5
По свойству биссектрисы откуда

ол,
ол

5_
I I '
ВВ j
~вс
ij jj j В Е

Из подобия треугольников ВСВ 1 и DBE  следует, что -jrw =  дтт, или
вв ι 6 DD _  36 _ D _  14 _  7
12 10’ 0 ТКУд а  5  > 5  > DB  25 '

ОС. ι
По условию DCj =  CCj и поэтому
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Найдем высоту 
ABCD.  Так как

DO  пирамиды 
ВО = ~рг =  4V3,Уз

BD =  10, то DO =  /̂BD2 -  ВО2  =  
=  2VT3, а объем пирамиды ABCD  ра 

вен

V =  \ а Въ Ц--DO  =  24V39.3 4

Пусть Ух -
DA,

AlBl C 1D1, -jjj- =  р, 
тогда

объем
D B ,

пирамиды

ОД : <7,
ОС,
~DC =  Г,

К задаче 5.101.
Fl =  KW r =  2 4 V 3 9 - A .- ^ : 84VfW 

55 '

2) Вычислим площадь S  проекции треугольника Α,,Β,Ο, на плоско­
сть ABC.  Пусть А 2, В2, С2  — проекции точек /1,, В], С 1 соответствен­
но. Точки А 2, В 2, С2  лежат на соответствующих высотах треугольника

=  г , откуда ОС2 =  г · 4-/3. Анало-
ОС^
ОС DCABC.  По теореме Фалеса 

гично, 0/1, =  р - 4V3, ОА, =  ^-4V3. Следовательно,

S =  \  sin ψ  (Ο Α γ ■ ΟΒλ +  ΟΒ 1 ■ OC 1 +  ОС, ■OAl) =

=  }H(4T/3) 2[s_.J_ +  ± . i  +  L l . )  =
4 U  25 25 2 2 11

1632VT
275

5.102.
5.103.
5.104.

3\T T  20VT 
28 ’ 21 · 

21\П9 102^3
880 ’ 275 ‘

6\T T  80VT
21 ‘

B XD  _  7 
B D  12’

Пусть
L K M C  =  φ (см. рис.).
=  BD — CD — 6, D M  =  3, KD  =  V36 — 1 =  V35. Если О

A B  2  л ОС 1

5 .1 0 5 .^  =
Р е ш е н и е .

c i-° _  21. 49^65 . 13
CD ~  32 ’ 576 ’ 2yT0'
Z.AZM =  a, A KCD  =  β,
Так как sin a A A = 1 ,

L D K M  =  y, 
το AZ) =

центр тре­
угольника АЙС, то ОС =  у у  =  ~ ,  cos β =  ~  =  sin β =

Применяя теорему косинусов в треугольниках К М С  и KDM,  по­
лучаем

1) К М 2 =  К С 2 +  М С 2 - 2 K C - M C - c o s  β =  3 +  9 -  2-3V 3- ^  =
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2) COS φ = К М 2 +  М С 2 - К С 2 10 +  9 - 3

1
COS2 φ

1 =
2 К М  ■ М  С 

/26  
~ΊΓ'

6 / Т о 3VT0 ’ откуда tg φ =

K D 2 +  К М 2 -  D M 2

2 K D  ■ K M  2/35" · νΤ(ί
p i ,  — точки пересечения

3) cos у 
Пусть А

плоскости З3 с ребрами A D  и 5Z). Так 
как K M L A B  ( В М  —  А М )  и К М ± А 1В 1 

( К М  — перпендикуляр к плоскости 
9° ) ,  то АуВ ^ А В .  Если С, — точка пе­
ресечения плоскости 3й и прямой Z2C, 
то — равнобедренный тре­
угольник (П,С, =  Покажем, что
точка С, лежит на ребре D C ,  а не на 
его продолжении за точку C v  вычис­
лив длину D C l . Пусть L  — середина 
Α χΒ ν  тогда C XL A - K M ,  так как К М  — 
перпендикуляр к плоскости З3. Из пря­
моугольных треугольников L E K  и М Е С t находим 

К Е  _  3/Т0 5 /Т  _  5 /35  _  5

3 5 + 1 0 - 9  9 „[2 . /Тз
=  5 V r  ° ТКУДа 9 /T ’

-

К задаче 5.105.

1) L K  ■ cos γ 

=  ЛГ.Е · tg у ·

2 ) MCj

12
Ζ/D, откуда D L  =  K D ,4 9 /2  12

3/ТО /ТУ _  /65  .
4 ' 9 /2  12 ’

M E  VW  3/10 15 ^
— ~  Тб’ откУда слеДУет> чт0 точка С, ле-

15 63 DC,жит на ребре C D ,  причем Z)C, =  3 +  =  у ,̂
получается

cos φ 4 8 16’
21^

DC  32'
Таким образом, в сечении пирамиды плоскостью Ψ

равнобедренный треугольник A XB XC V Далее находим Е С Х =  

—  M E- tg  φ  =  =  η γ ρ  Из подобия треугольников D L A 1 и
D K A  следует, что л , DA

   Н   D L  7
А К  DA  D K  12’

откуда A XL  —  уу .

Пусть S  — площадь треугольника A i B l C v  тогда

A lL - L C 1 =  A l L ( L E  +  E C l ) = j i  ( η γ  +
/65
16

49/65 
576 ‘

Найдем, наконец, расстояние d  от точки N  до плоскости З3. Про­
ведем через точку N  прямую, параллельную А В  и пересекающую 
К С  в  точке F  ( F  — середина К С ) .  Так как N F \ \ A B ,  а Α Β \ \ Α γΒ ν  то 
расстояние от точки F  до плоскости З3 равно d.
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Заметим, что высота FG,  проведенная из точки F  в треугольнике 
F L C V равна d. ( F G ± L C l и F G ± A lB l).

Для нахождения d  достаточно найти площадь S 0 треугольника 
F L C 1. Пусть £ ,, S2, S3, S4 — площади треугольников KDC, LKF,  
FCGу и DLCy соответственно. Тогда

•/26S ,= i / )C - / :C - s in p  =  3 -V 3 -^ |  =  V26, s 2 =  ^ - ^  =  ^ S p5_
12

_5_
24

11 б! _  11 ____
з ~  32 ' 2 _  64 ώ1’ ώ4 — PQb 1’

где DL DC
Р  D K  12’ Q

5 0 =  5 1( 1 - ^ - 1164

DC
49
128

11
3 2 ’

49т. е. 5|. Следовательно,

=  S 13-7 
ι 6 4 -6 ’
2 Sn

d =  ^  = 13
LC

5.106.

5.107.

5.108.
5.109.

AyD
AD B D

ByD

5 CyD_
6 ’ CD

CyD
AD
A XD

B D
ByD

17
2 7 ’ CD

_5_.
1 1 ’

17

2·/ΠΓ·

25^23". 7 
99 ’ 8 ’

11
18:

CyD
2 4 ’

13

V65;

1 /2 3  . 
11 ’

34
3·/το·
25
12’A D  B D  18’ CD  33 ’

Минимальный путь состоит' из отрезков SP и PF, 
1

где
р  е  в с ,  b p  =  j  в с . Р е ш е н и е .  При решении задачи следует 

иметь в виду, что:
1 ) кратчайший путь между двумя точка­

ми — отрезок, соединяющий эти точки;
2 ) для нахождения кратчайшего пути му­

равей должен сначала ползти в плоскости 
ЛВС  по прямой до некоторой точки М ребра 
ВС  (см. рис.), а затем — в плоскости BDC  
по прямой из точки М  в точку F.

Задача сводится к нахождению такой 
точки Р на ребре ВС,  чтобы для любой точ- 

ВС  выполнялось неравенство
S M  +  M F  =S SP +  PF.

Для нахождения точки Р развернем грань BDC  так, чтобы отрезок 
ВС  остался на месте, а вершина D совпала с точкой А. Так как 
M F  =  МК,  где К  — середина АС,  то длина пути муравья равна 
S M  +  МК.  Этот путь будет минимальным, если точки S, М  и К  лежат 
на одной прямой. Точка Р,  в которой пересекаются отрезки ВС и SK,  
есть точка пересечения медиан треугольника ASC  и поэтому
ВР =  \  ВС.

ки Μ ι
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5.110. Минимальный путь состоит из отрезков SP  и PF,  где 
Р е  ВС, РВ =  |  ВС.

5.111. Минимальный путь состоит из отрезков SP  и PF,  где 
Р е  ВС, ВР =  ^ .

5.112. Минимальный путь состоит из отрезков SP и PF,  где 
Р е  ВС, ВР =

D

5.113. 1) arccos^; 2) уЦ Ь  3) 2.

Р е ш е н и е .  1) Пусть LD A B  =  LD C B  =  а, тогда t g a  =  V^-,
rj ^

cos α =  2ΤΤό·· Если Сг — середина отрезка DC V то Л 1 С2 \\ЛС1 и по­
этому угол между прямыми В А { и /1С, равен углу между прямыми 
BAV и А хС2.

Так как DC =  i ^ ~  =  4VT0, СС? =  \  DC =  3νΤ0, то из А В С С 2  2 cos а 1 4 1
по теореме косинусов имеем

ВС 2  =  СС\  +  ВС 2  — 2 С С 2-B C c o s  а =  102.

Пусть /LC2 A tB =  β. Тогда из А А ХС2В по теореме косинусов находим 

ВС\  =  A lB 2  +  A tC2  -  2A lB A IC2  cos β,

где A t C2  =  ^  АС у =  ^  A VB.
Отрезок А ХВ можно найти либо по теореме косинусов из A A A VB, ли­

бо с помощью равенства 4А }В 2  +  AD2  =  2 (АВ2  +  DB2), где АВ 2  =  48, 
AD2  =  BD 2  =  DC2  =  160. Следовательно, А {В 2  =  64, Л1В =  8 ,
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Л 1 С 2  =  4 и 102 =  6 4 +  16 — 2-8-4 cos β, откуда cos β =  — ~  и угол φ

между прямыми В А 1 и А С Х равен arccos
2) Пусть х  — расстояние между прямыми В А { и А С  у  Тогда

6Κι 1
х  =  ВА а £ sin где V l — объем пирамиды А В А 1С 1. Но V 1 =  ^ V,  где

V — объем пирамиды A B C D .
Если Е  — центр основания A B C D ,  то D E  — высота пирамиды

A B C D ,  причем D E  — V.DC2 — Е С 2 , где Е С  =  — 4. Следовательно,

D E  =  V160 — 16 =  12, V =  \ { А В ) 2 Ц -  D E  =  48+3, ^  =  12+3,

1 2 V T -6  . / l l \ 2  V903 36Х = 8таг̂ ’ где«шт= V1- И ~~Т2~’ х = тжг·
3) Пусть О — центр сферы, касающейся плоскости A B C  и отрез­

ков A C V Β Α χ и С В  у  Сфера касается основания пирамиды в точке 
Е ,  а ее центр лежит на высоте D E  пирамиды.

Если F  — точка касания сферы с отрезком B A V то O F  ± В А Х и 
B F  =  В Е  (касательные, проведенные к сфере из одной точки равны). 
Так как B F  =  В Е  =  Е С  =  4, а В А Х =  8, то F  — середина В А у  Пусть 
г  — радиус сферы, тогда О Е  =  O F  =  г,

О А 2 =  A {F 2 +  r 2 =  16 +  r 2.

С  другой стороны, по теореме косинусов из A D O A l имеем 

О  А 2 =  D A 2 +  D O 2 -  2ZM; · D O  cos у, 

где у =  A A D E ,  D A X — 2VT0, D O  =  D E  — г — 12 — г.
А Е  1 3Но tg у =  =  з . cos у =  г̂щ=. Следовательно,

16 +  г2 =  40 +  (12 — г 2) — 2-2VT0·(12 — г )  ^

откуда г =  2.
5.114. 1) arccos 2) 3) f .

5.115. 1) arccos^ ; 2) ^==5 3) 4.
.  . n  47 72 лч 165.116. 1) arccos 2) 3) γ .

R \ R  +  r
5.117. R (A - 1)r· i

R 2 +  2R r -

r +  \ \ R 2 +  2 R r - j
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Р е ш е н и е .  Пусть Qk — центр к-го шара радиуса г (к =  1 ,2 ,3),  
А — центр треугольника 0 , 0 20 3, В  — точ­
ка касания шара радиуса R  с одним из трех 
одинаковых шаров г (например, с первым),
С — центр шара радиуса R, О — центр ша­
ра, касающегося всех четырех шаров (см.

2/*рис.), х  — его радиус. Тогда 0 ,Л  =  ^у,
OlC =  r +  R, ОС =  R  +  x,  ОО, =  r +  x.
Точки С и О должны лежать на перпенди­
куляре к плоскости 0 , 0 20 3, проведенном 
через точку А.

Чтобы шар радиуса R  касался трех равных шаров радиуса г, дол-
2 г

жно выполняться условие 0 ,С  3̂ 0 ,21, т. е. R  +  г 3® или

R 2  +  2Rr -  у  0.

Обозначим а = А 0 1 СА, тогда sin а ■ 2 г
V3 (R +  r ) ’

cos а =

=  Л 1
4С дТ 7 > где й =  д |л 2 + 2Л г - у .

3(Д +  г Г
Применяя теорему косинусов в треугольнике О, СО, получаем 

0 , 0 2 =  СО? +  СО2 - 2 · СО, ·СО·cos а, т. е.

(г +  х )2=  (Л  +  г ) 2 +  (Л  +  х )2 - 2 ( Л  +  г ) (Л  +  х ) - ^ у 7 ,

R( R +  r - b )откуда х ■ r +  b - R

5.118. R > r  1 +

5.119. 1

R R - r - V R  - 2 R r - ^ j

r - V R - 2Rr - ■+R

R \ R  +  r + AlR  +  2 Rr - 3

5.120. R S* r

R L +  2 R r - ^ j  + R - r

R \ R  — r + \ \ R  — 2Rr

r +  R  + R ‘ - 2 R r - T

.121. l ) - £ ^ § ;  2) 3̂ .; 3) arcsin f .
Р е ш е н и е .  Пусть О — центр основания ABCD,  Q и Г — проек­

ции точек S  и О на плоскость EFK,  L  — проекция точки К  на пло­
скость ABCD  (см. рис.). Так как EF\\BD,  то плоскость E F K  пересе-

I -  2771
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чет плоскость SBD  по прямой M N  ( M  G SB, N  £  SD ), параллельной 
BD,  а в сечении образуется пятиугольник EMKNF,  составленный из 
равнобедренной трапеции E M N F  ( Е М  =  N F ) и равнобедренного 
треугольника Μ Κ Ν  (М К  =  Κ Ν ). Пусть АВ =  a, SO =  h, Z.SAO =  а,
тогда АО =  h =  щ  tg а, где tg а =  (Ц, sin а =  (Ц, h =  Но

h2  +  =  а, а2  =  4, а =  2, h — V3.
1) Пусть Р — точка пересече­

ния E F  и ЛС, G — точка пересе­
чения SO  и Р К (G — середина
M N ) , тогда ОР =  |  АО =  р р ,

OL  =  ^ ОС =  р р .  Из подобия тре­
угольников PGO и PKL  следует,
что GO =  |  K L , где K L  =  |  h. По­

этому СО =  |  V3.
Пусть Ζ . ΟΡΟ=β,  тогда 

о „[3 ОР 2/То
cos β =  V s’ =  ακβ =  1 7 Г ’

GK =  ^ P G  =  Кроме того, M N  =  ^ BD =  EF =  ^ B D  =  
Следовательно, площадь сечения

σ =  \  (EF  +  M N )P G  +  ^ M N · ^  PG =  γ ΐ / ^ ·

2) Пусть φ — угол между боковым ребром пирамиды и плоскостью 
EFK,  тогда s in 9  =  J p , где S<2 =  SG · cos β ( A G S Q =  LOPG  =  β),

1 3 3S N  =  SG Следовательно, sin φ =  cos β sin α =  j ,  φ== arcsin j .
3) Пусть d  — расстояние от точки D до плоскости EFK.  Так как

прямая BD  параллельна плоскости EFK,  то ОТ  =  d, где
ОТ =  ОР sin β =

5.122. 1) | f ;  2) 3) arcsin

5.123. 1) f;  2) 3) arcsin ^ = .

5.124. 1) 2) 3) arcsin
= n  3 2. , , ,  26. -j, 22/14”5.125. 1) 5 и 5, L) gg, 3) 35^yy
Р е ш е н и е .  Плоскость а параллельна плоскости SBC  (5С ||а, 

BC\\AD\\а), a в сечении пирамиды плоскостью а образуется трапеция 
A[D lD2A 1  (см. рис. а) такая, что D ,D 2HSC, Л,Л2Ц5В, Л ^ Ц Л Б ,
/1[Л2 =  D tD2.



СТЕРЕОМ ЕТРИЯ · ОТВЕТЫ И РЕШ ЕНИЯ 227

1) Пусть Е,  £ 1 и К  — середины сторон AD, /1,/), и A 2D2  соответст­
венно, М  — точка касания вписанной в трапецию A lD lD2A 2  окружно­
сти со стороной D yD2, г  — радиус этой окружности.

Тогда E yD { =  D yM, M D 2  =  D2K, ψ  =  2ExD y +  2KD 2 =  2EyD y +  2,
3 ____________ k e . не­

откуда E ]D l =  Кроме того, r =  ν2),Μ ·M D 2, т. e. r =  —γ -  =  y j  , а из
S.D E . D  3

подобия треугольников S E [D 1 и SED  следует, что γ γ  =  =  j ,
p d x 2
-ςρ- =  ι~. Тогда из подобия треугольников DDXD2 и DSC  находим

DD 2 D D x 2 
DC ~  D S  ~  5 ’

4  DD„ 2 
откуда DD 2  =  y  Y c = ~ 5.

S

К задаче 5.125.
2) Плоскость а отсекает от пирамиды клин с основанием 

AA 2 D2D. Проведем через точки А х и D x плоскости, параллельные 
АВ и SE.  Эти плоскости разбивают клин на две равные пирамиды с 
основаниями А А 2 РХР  и DD 2 QyQ (см. рис. а) и прямую призму с осно­
ваниями А ХР Р Х и D xQ Q y.

Пусть h иг» — высота и объем пирамиды SABCD, h y h v { — высота и 
объем пирамиды Α χΑΑ 2Ρ χΡ, υ 2 — объем призмы, г»3 — объем клина.
Тогда v =  |  /г, г», =  ^ А Р - PPyh x, где PQ =  AD — 2AP =  y  т. е.

ν ι =  ^  ν 2  =  1  Р1\  Л ' гДе АР =  Л Е -  АуЕу =  §, РР 1 =  DD2 =  | ,
/7 . DD.  7 24 104
J- = γ γ  =  j ,  т. e. v 2 =  h. Тогда г»3 =  2υ, +  v 2  =  γ $  h, а искомое от­

ношение объемов — — =v — υ 3 99
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3) Пусть F — середина ВС, О — середина EF,  0 1 — центр опи­
санной около пирамиды SABCD  сферы, R  — радиус этой сферы, 
/LSF O =  β (см. рис. б). Тогда Oj E SO, SO{ = R,  а расстояние р от 
точки 0 1 до плоскости а равно OjG, где G Е  Ε γΚ, O^G± Е ХК.

Пусть Т  — точка пересечения прямых SO  и Е {К. Так как 
£|K ||5.F (плоскость SE F  пересекает параллельные плоскости SCB  и 
а по параллельным прямым ), то Δ Ε ΧΚ Ε  =  A S F O  =  β. Кроме того, 
β =  Δ Ο Κ Τ  =  LGO{T  (углы с перпендикулярными сторонами).

Из подобия треугольников Е , Е К  и S E F  находим где/ij/C ьк

E {K =  2r =  2 ^ j  (см. рис. a), E F  =  2, Е К  — DD2  =  j .  Следовательно,

SF =  715 , SO =  h — i jsF 2  -  OF2  =  714,  cos β =  tg β =

=  ~  =  714,  SC =  ^ S O 2  +  ОС 2  =  V14 +  2 =  4.
Так как радиус сферы R  равен радиусу окружности, описанной 

около треугольника SAC,  то R  - SĈ C > гДе 5 =  \  -AC SO =  277 —

площадь треугольника SAC,  откуда 5 0 , =  R  =
Из A O \ G T  находим OjG =  р =  OjT cos β, где ОхТ =  0 0 1 +

1+  OT =  h 

Отсюда находим р 

s

R  +  К О -tg β, КО = ОЕ -  Ε Κ
22/Г4

5 ‘

3 5 7 1 5 ’
с  л *  5 2 . 38 . а \  107/345.126. 1) ? И ?, 2) 305 , 3) 119угз5 -

5.127. 1) |  и 2) |§ ; 3) 22,ДТ

5.12S. 1 ) | и | ; 2 ) 305
35/15"· 

38 . 107/34

5.129. 1 ) ^ ;  2) 3 /2 ;  3) |  (2 /2  ■
1 1 9 /3 5 ’

3 3 .. 1).
Р е ш е н и е .  Пусть ABCD  — осно­

вание пирамиды, S — ее вершина (см. 
рис.), К  и Е  — середины соответст­
венно DC  и АС,  О, — центр вписан­
ного в пирамиду шара, г — его ради­
ус, М  и N  — основания перпендику­

ляров, опущенных из точки О на SK  и SC, Р E  SK  и О ^  ±SK ,  SE  =  h. 
Тогда О М  =  ОЕ =  r, OS =  ОС =  12, ON =  472 , SN  =  NC,  
SN  =  Т 0 5 2 -  ON 2  =  V 1 4 4 - 3 2  =  477, SC  =  877. Обозначим

S N  _ V T  а  _  / 2  
3

К задаче 5.129.

A E S K  =  a, A E S C  -  β. Тогда cos β =  =  Ц-,  sin β =  , h =  SE  =
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о  56 „  8vT4 КС 8vT  . КК=  SC cos β =  - у ,  ЕС  =  SC sin β =  —3—, Ε Κ  = j f  =  tg α =  ^  =

=  γψ,  cos α =  sin α =
Расстояние от точки О до боковой грани пирамиды равно ОМ, где 

ОМ =  SO sin а =  3V2.
Из треугольника 

h sin ct   8  /л  /ΐτ  ι %=  τ  (2V2 -  1 ).

SO,P находим h —r sin а, откуда

1 +  sin α 3

5.130. 1) Ι ψ - ;  2) 4; 3) ± ( 4 - V 2 ) .

5.131. 1) f ;  2) 3; 3) j  (V5 - 2 ) .

5.132. 1) 2; 2) у§; 3) 4(V5 - 2 ) .

5.133. 1 ) 8; 2) arccos J; 3)
Р е ш е н и е .  По условию 

Л В =  a =  8, S O = h  =  3, B M  =
=  MS, βΚ  =  ICC (см. рис.).

1) Пусть ν, ν ν  υ2, ν3 — объемы 
пирамид SABCD, SABK,  АВКМ,  
SAMK.  Тогда

' \ v ,  ^2 =  1^ ! =  !  V, V3 =  V2  =

ν Μ ' κ \ \
/ / Μ ι ν.

/  ν- κ, ι Ά  л

"о

ν  =  j  a2/z =  64, К задаче 5.133.

1=  ^  =  8.
2) Пусть К, — середина β /С, тогда MK,||SK, Μ Κ , ± β Κ  и

5МК, =  2 SK,  где S K = W + m  =  5, МК, =  -2 , ЛК, =

=  ψ 2 + [ ι )  = 2^ ·
Если φ — угол между SK  и АМ,  то L A M K , =  φ. По теореме ко­

синусов
А К 2  - А М 2  +  М К 2  -  2А М  · МК, cos φ. (1)

Так как ЛМ — медиана в треугольнике Л-iiS, в котором

/iS =  5л  =  Д/ l l̂j +  SK2 =  V4T, то 4ЛМ2 +  fiS2 =  2Л52 +  2АВ2, от- 

13куда ЛМ  =  —. Из равенства (1) находим
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з
откуда cos φ =  — j ,  а искомый угол между прямыми SK  и А М  (но 

лежит в пределах от 0 до π /2) равен arccos -  =  а.
3) Расстояние р между А М  и SK  находим по формуле

5.137. φ =  arctg Ц-, R  =
Р е ш е н и е .  1) Пусть А х, В х, С, — точки пересечения верхнего 

основания цилиндра с ребрами DA, DB  и DC соответственно (см. 
рис.), О и К  — центры нижнего и верхнего оснований цилиндра, 
тогда ОК =  h — высота цилиндра. Так как треугольник ЛХВХ С,  впи­
сан в окружность, а ее центр К  лежит на Α χΒ χ, то А ХВ Х — диаметр

этой окружности, К  — его середина, L B XC XA X = γ .  Из подобия тре­

угольников А 1В 1 С 1 и ЛВС  следует, что LBCA  =  а коэффициент

Пусть АС  =  Ъ, ВС =  a, S — площадь треугольника ЛВС.  Тогда 
5 =  ^  ab =  гр  =  3(24 +  а +  Ь) у  откуда у -  =  а +  b +  24. Но в пря­
моугольном треугольнике сумма катетов равна сумме диаметров впи­
санной в треугольник и описанной около него окружностей, т. е. 
а +  й =  24 +  6 =  30, и поэтому ab =  162.

По условию объем пирамиды v =  ab-H  =  27л/2, откуда высота 
пирамиды D M  =  H  =  V2.  Пусть O N L A B ,  N  £  АВ,  φ — величина 
двугранного угла между гранями ЛВС и ABD.  Тогда tg φ =

φ =  arcig — .
2) Так как DM\\OK,  а К  — середина А ХВ Х, то плоскость, прове­

денная через D M  и ОК,  пересечет ребро АВ  в его середине L. Центр 
Ох сферы, описанной около пирамиды ABCD,  лежит на прямой, про­
ходящей через точку L  и перпендикулярной плоскости ABC.  Если

откуда А =  | я  =  ^ г, t g 9 =  ^ j  =  ^ ,
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D

R  — радиус сферы, то R = O lD = O l C. Пусть LO, =  х, тогда 

0[С 2 =  OyL2 +  L C 2, где LC — 4 р  откуда

Яг =  х г + 144. (1)

Чтобы получить еще одно уравнение, связывающее R  и х ,  про­
ведем через точку Оу прямую, 
параллельную L M  и пересекаю­
щую D M  в точке Μ ν  Тогда
ММу -- x,  OjMj =  LM, OyD2 =
=  ОуМ\  +  MyD2, где 
=  H  +  x  =  V2 -f х,  т. е.

R 2  =  L M 2  + (x +  V 7 ) 2. (2)
Отрезок L M  выразим через LO,  

пользуясь тем, что

MyD =

LO h Ъ , , ,  4 , n
I m  =  H  =  4 ’ ОТКУДЗ L M = b L O ·

Но LO — медиана в ДЛО й и по 
свойству сторон и диагоналей па­
раллелограмма
(2LO)2 +  Лй2 =  2(ОЛ2 +  Ой2).

(3)
Пусть А г И й 2 — точки касания к задаче 5.138.
вписанного в треугольник ABC
круга, тогда СЛ2 =  Сй2 =  г =  3, ВВг = а  — г, А А г =  Ь — г, О А 2  =  
=  (А — З)2 +  9, Ой2 =  (а — З)2 +  9 и равенство (3) примет вид 

4 L 0 2 +  242 =  2(62 +  а 2  +  36 -  6 (а  +  й)) =  2(242 +  36 -  180),

откуда 4 L 0 2 =  288, L O  =  6л/2\ LM =  ^ LO =  8V2.
Тогда уравнение (2) примет вид

й 2 =  128 +  ( x + V 2 ) 2. (4)

Вычитая почленно из (4) уравнение (1),  находим 2xV2 — 14 =  0,
откуда х  =  у=. Подставляя найденное значение х  в уравнение (1),
получаем г̂ -

й 2 =  -у  +  144 =  — , откуда й  =  -уЦ-.
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5.140. V =  112 R =  11 (|§.

5.141. а) Т; б) 2V2 -  V5.
Р е ш е н и е ,  а) Центр сферы, касающейся ребер ВА, ВВ 1 и ВС,  

лежит на диагонали B D K куба, образующей с каждым из ребер ВА,

ВВХ, ВС  угол а =  arccos (см. рис.). Если сфера касается плоскости 
A XDCX, то точка касания Р есть центр равностороннего треугольника 
A XD C X, а РВ ± A XDCX. Пусть О — центр этой сферы, г — ее радиус, 
Е  — точка касания сферы с ребром В В Х. По свойству касательной и
секущей ВЕ 2  =  ВР(ВР — 2г),  где ВР =  |  BDX =  ^=, так как из под­
обия треугольников DPB  и D {PK (К  — середина D XBX) следует, что 
BP =  2PD,.

Кроме того, ВЕ =  ОЕ ■ ctg а =  Тогда γ  =  — 2г

Ъг2  +  8/V3 — 8 =  0, откуда г =  4^ ± 6^

или

К задаче 5.141. К задаче 5.141.

б) Пусть R  — радиус сферы, касающейся ребер ВА, ВВХ ВС  и 
прямой D A X, Ох — ее центр, тогда

B O x = ~  =  R  i f | .
1 sin α V 2

Рассмотрим треугольную пирамиду с основанием A {D C X и верши­
ной В (см. рис.). Пусть М  — середина A XD. Тогда ОхМ  L A XD,

A . D  I
О хМ  =  R, М Р  =  y j j  =  Из А О хМ Р  по теореме Пифагора находим

R2  =  ^ +  i^= — R ^  j или R2  — 4V2R +  3 =  0, откуда R  =  2V2 — 
- V 5 .  '
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5.142. а) 6-̂ - = 4уТ; б) 2 V 2 - V 5 .

5.143. а) (̂ Ί~ Λ'ί τ · б) 2V2 -  VS.

5.144. a) 6vT̂ :4vT; б) 2 V 2 - V 5 .
,  ,  , ·. 32 9  5 оч 8 V(T 3V65.145. 1) -jQ-; 2) arccos^; 3) —  и — .
Р е ш е н и е .
1) Пусть М и M j — середины ЛС и Л1С1 (см. рис.), К  — точка 

пересечения М М Х и D D V F  G В В Х и K F \ \ B M ,  Е х G 4̂1£ 1 и Dj.Ejll.D2?. 
Тогда сечение призмы плоскостью П — пятиугольник D D XE XF E ,  та­
кой, что

D E  =  ^  В М  =  ^  у  В С 2 — |"^rj =  ^ V52 -  З2 =  2,

D,Ej = j B lM l = j B M = j , K F  — В М  =  4.

Этот пятиугольник составлен из двух трапеций, в которых K D X и 
K D  — высоты, так как K F  — перпендикуляр к плоскости А А 1С С 1. 
Из подобия треугольников K D XM X и

K D.  D . M .  2 
K D M  следует, что =  j ,  и

поэтому AD, =  |  D D ,, XD =  |  DDj.
Пусть N  G ЛС и D XN ± A C .  По теореме 

Пифагора DDX =  y N D f  +  ND2, где 

ND  =  { А М  +  i  M  С  =  1 +  f  =  f .

Поэтому DDj =  ι/б +  ^  — -j, ADj -

АГЛ-^-  
'  5 ’ 10'

Площадь сечения
К задаче 5.145.

D 1E 1+ K F
■ K D X

D E + K F
K D 3 + 4  7 2 +  4 21 

2 '  10 :

329 
30 ‘

2) Пусть φ — величина двугранного угла между плоскостями П 
и ABC.  Так как D ,D  С П, D jD i.D E , AD  G A B C , ADTDE, a DE — 
линия пересечения плоскостей П и Л/i С (ребро двугранного угла), 
то L A D D X =  φ (см. рис.). Из A D XN D  находим cos φ = =  у,

φ =  arccos
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3) Пусть р, и р — расстояния от точек С, и С до плоскости 
П. Так как D E J lA A xCxC и  DE  С  П, то плоскости П и А А 1 С1С 
перпендикулярны. Поэтому перпендикуляры, опущенные из точек 
С, и С на плоскость П, лежат в плоскости А А 1 С 1 С. Пусть L  — 
основание перпендикуляра, опущенного из точки С, на DD{ (см.

2Уб~ 8У6~
7 7 '

з з 3V6-то р =  -  р, =  — ·

рис.). Тогда pj =  CjL =  C XD X sin φ =  4·
DC

Так Pкак — =  
Pi

OiC'i
З а м е ч а н и е .  При нахождении площади сечения можно восполь­

зоваться формулой S ■
COS φ

, где 5, — площадь проекции сечения на
47плоскость ЛВС.  Здесь S, =  -т-.

с  1 л £. 329 5 оч 8 / 6  3V6T5.146. 1) -у̂ -; 2) arccos у; 3) - у -  и

п  3 »  5 „л 8V6-5.147. 1) -2Q-; 2) arccos у; 3) —  и

с  ι  ло  1 \  329 оч 5 о,, &V65.148. 1) -уу-; 2) arccos у; 3) —  и
. . . »  24 о -  3205.149. arcsin 25; — .

7
3̂ 6 

7 ’ 
ЗуТГ 

7 '

D

Р е ш е н и е ,  а) Пусть О — центр сферы. Проведем через точки 
О, Е  и F  плоскость Q. Пусть Р — точка пересечения плоскости

Q с ребром BD  (см. рис.).
Плоскость Q перпендикулярна 

граням ABD  и BCD {ОЕ  и OF — 
перпендикуляры к этим плоско­
стям), поэтому плоскость Q пер­
пендикулярна линии их пересе­
чения BD, а Δ Ε Ρ Ε  =  2φ — вели­
чина двугранного угла между 
плоскостями ABD  и BCD.  Тре­
угольники ОЕР  и OFP  являются 
прямоугольными (OFA.PF,
O E L P E ), имеют равные катеты 
(OF =  ОЕ =  5) и общую гипоте­
нузу ОР. Следовательно, 
Δ  ОЕР =  Δ  OFP  и PF =  РЕ.  
Пусть К  — точка пересечения

К задаче 5.149.

E F  и РО,  тогда Е К  

=  ОРЕ

FF
FК  =  =  4 и PKJLEF.  Так как L K E O  =

φ, то cos φ =  =  у, sin φ =  sin 2φ =  уу. Искомый дву-
. 24гранныи угол равен arcsin —.
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б) Пусть V — объем пирамиды ABCD.  Докажем, что
2  5 j5 2 sin 2 ιρ

ν  =  · B D ( 1 )

где S { и S 2  — площади граней ABD  и BCD.
Если Η  — высота пирамиды ABCD,  опущенная из вершины С на 

плоскость ABD, h — высота треугольника BCD,  проведенная из вер­
шины С, то

h :
н

sin 2 ip’ S 2  =  jh - B D · · Π -BD  
2  sin 2 ip’

H·-
2 S 2 sin 2 ip 

~BD ’ откуда следует формула ( 1 ). 
5 Ε Κ  50Но S. = B D  P E =  ,  .

1 2  sin φ
1

3 ’ S 2  =  3S0, где S 0 — площадь тре-
5 20 25угольника BFD, S 0 =  ^  BD-FP =  PE  = S 2 =  25. Под­

ставляя найденные значения S,, S 2  и sin 2φ в формулу (1),  получаем

γ  _  2  5 0  т  с 2 4  .2  _  320
3 3 25 5 3 ’

5.150. л; arcsin 15, 36.
245.151. arcsin ^j, 50, 400.

5.152. π — arcsin | | ,  10, 32.

5.153. 7; 24;
Р е ш е н и е .  Пусть E,  F  — точки, в которых окружности, впи­

санные в соответствующие грани пирамиды, касаются ребер SB  и 
SC  (см. рис.). Так как S K = 5 ,  то ^
SE  =  SF =  5 (по свойству касательных, 
проведенных из одной точки).

Обозначим А К  =  а, ВЕ  =  b, CF =  с.
Тогда 5Л =  а +  5, SB  =  b +  5, SC =  с +
+  5, АС =  а +  с, АВ =  а +  Ь, ВС = b +
+  с. Если S  — площадь треугольника, 

г — радиус вписанной в него окружности, 
р  — полупериметр треугольника, то 

_  5 
р'

К задаче 5.152.
Используя эту формулу, а также фор­
мулу Герона для площади треугольника, получаем

V3 : У55с(5 +  5 +  с)
5 +  5 +  0

5аЬ
ί 5 -j- о. -j- b
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Отсюда следует, что

5 +  b +  c =  ^ b c ,  5 +  а +  с =  ас, 5 +  а +  Ь- ab.

Выразим из первых двух уравнений Ъ и а через с и подставим полу­
ченные выражения в третье уравнение:

, 5 +  с 5 +  са ■■
1 с - Г

5 + 15 +  Зс . 5 +  с 15 (5 +  с) (1)5с — 3 ' с - 1  7 ( с — 1)(5с —3 ) '

Уравнение (1) можно преобразовать к виду
9с2 -  8с -  20 =  О,

откуда с =  2 , и тогда Ъ — 3, а =  1 .
Полупериметр треугольника ЛВС равен а +  b +  с =  12, а его пло­

щадь равна у/(а +  b +  c)abc =  V12-7-3-2 =  6VT4. Следовательно, 
радиус окружности, вписанной в треугольник А ВС,

г =  М ±  =  1/1 .12 V 2
5.154. 1; 32;

5.155. И; 42; Щ .

5.156. 11; 36;

5.157. η- ~ ;  2V2(V2 -  1).
Р е ш е н и е .  Пусть Е  и F — середины ребер AD  и DC (см. рис. а).
а) Так как секущая плоскость а параллельна А 1 С 1 и проходит 

через точку Е,  то она содержит прямую /, проведенную через точки
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Е  и F. Если L  и К  — точки пересечения прямой / с прямыми ВА  и 
ВС,  то плоскость а содержит прямые B XL  и В ХК,  пересекающие ребра 
Л, Л и С|С в точках N  и М.

Отсюда следует, что в сечении куба плоскостью а образуется пя­
тиугольник E N B XMF.  Пусть Р  — точка пересечения E F  и BD, тогда 

3 3ВР — -  BD  =  -  у/2, Δ Β χΡΒ  =  φ — линейный угол двугранного угла
в в х 4

между плоскостью а и плоскостью ABC, tg а — - γ γ  =  γγζ,
1 1 3COS φ =  „ -  ■ =  -т— .

V ι +  tg φ + |

Если S  — площадь сечения, 5, — площадь проекции этого сечения
S,  η

на плоскость ABC,  то 5 =  — где S, =  так как проекция сече-
cos φ 1 8

ния — пятиугольник EABCF.  Следовательно, 5 =  ^ · .
б) Из всех сечений, проходящих через точку В х, параллельных 

прямой А 1 С 1 и пересекающих ребра АВ  и ВС,  наибольшую проекцию
сечения на плоскость Л, С,Л имеет сечение, проведенное через АС
(см. рис. б), а соответствующее наибольшее значение площади сече- 
ния равно площади треугольника В {АС,  т. е. равно - γ .

Пусть плоскость сечения β пересекает ребро AD  в точке £ , (см. 
рис. б) и ребро CD в точке F{, тогда E XF X\\АС.

Если Р х — точка пересечения BD  и E XFX и Л£, =  х, то CF{ =  х,

DPt =  B l \  =  BD -  DP{ = V 2  -  где 0 ^ x ^ 1.
Пусть σ =  σ(χ)  — площадь сечения, σ, =  σ, (χ) — площадь про­

екции этого сечения на плоскость ABC.
Тогда

 , ( 1 - x ) 2  _  1 + 2 х - х 2 __________ 1
о .  — 1 _ — „ , &  о ,А  -  1 2  -  2  ’ и  ~  c o s f ’

=  т -—. Ес 1 +  х
на плоскость Л,С,Л,,  то

1 'где tg φ =  -γβ- =  -j-ji—. Если 5 =  S(x )  — площадь проекции сечения

1 +  2 х —х 2■S =  σ sin φ =  Oj t g y =  ^ (1+^-·

Задача сводится к нахождению значения х0 G [0, 1], при котором 
функция 5(х)  принимает наибольшее значение. Найдем корни урав­
нения S'(x) =  0, где

S ’№  ~ ^ 2
(2 —2х)(1 + х )  — (1 +  2 — х2)

(1 + х ) 2

1 х 2 +  2х — 1
^ 2  ( 1 + х ) 2
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Уравнение S ' ( x ) =  0, т. е. уравнение x 2  +  2х  — 1 =  0 имеет на отрез­
ке [0,1]  единственный корень x0 =  V2 — 1, причем S' (x)  > 0 при 
x G [0, х0) и S' (x)  < 0 при x  G (х 0 , 1].

Следовательно, 5(х) принимает при х  =  х 0 наибольшее значение 
•Smax- Так как Хд =  1 — 2 х 0, то

5max =  S ( x 0) =  1 +т г ^ х+̂  =  2х0 = 2(V2 -  1).
S ( x  )

Искомая площадь сечения σ (χ0) равна - ■ ■0 , где tg φ (χ0) =
^  ^  j

=  1 ^ = 1 .  Т(хо ) = 7 > sinT(*o) =  vf· Следовательно, о (х 0) =

=  2V2(V2 — 1) =  4 — 2V2. Заметим, что σ (χ 0) >

5.158. 4 -  2V2.24

5.159. 4 -  2V2.

5.160. 4 -  2V2.24



6. ЗАДАЧИ С ПАРАМЕТРАМИ

6. 1 . а < — а >
Р е ш е н и е .  Область определения уравнения задается условиями

х > 0 ,  x^js-  (1)

Преобразуем уравнение, переходя к логарифмам по основанию 5:
2

l° g 5 Х +  2  +  log^ х “  2  =  ° ’ ОТКуДа 1о^5 Х =  ± 2 а ’ 

х 1 — 52а, х 2  =  5~2а.

Из (1) следует, что уравнение имеет два различных корня тогда 
и только тогда, когда а ^  0, а Ф ± 1 .

Выясним, при каких значениях параметра а выполняется неравен-
СТВ0 I , тл

| 5 2 а  _  5 - 2 а  | >  ψ  ( 2 )

Если а > 0, то 52а > 5~2а и неравенство (2) равносильно каждому 
из следующих неравенств

51а -  5~2а > у ,  (52а)2 -  у  52а -  1 > О, 

(52а - 5 ) ( 5 2а +  | )  > 0 ,  51а > 5,

откуда а >
Если а < 0, то неравенство (2) равносильно каждому из следую­

щих неравенств

5~1а — 52а > у·, (52а)2 +  у - 5 2а- 1 < 0 ,

(52а +  5) (52а- ^ )  < 0 ,  52а — ^ < 0,

откуда a < —

6.2. a e { ( | ; l )  U ( l ; | J  U (f ; +  »
Корни уравнения: х 1 =  —; х 2  =  (а > 0, а ^  1).

6.3. а е  { (—оо; - 2 )  U ( - 2 ;  - 1 )  U (1; 2) U (2; +  «>)}. 
Корни уравнения: х { =  31+а; х2 =  31_а, ( а ^  ± 2 ) .

6.4. в е { ( Ц  U (1; 2) .
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6.5. а =  ±  ^ arccos  ̂ +  πη,  n G Z.
Р е ш е н и е .  Вершиной параболы является точка (х0; у0), где 

х0 =  V5 cos α — ·|, у0 =  — (5 cos2 α — 3V5 cos α +  ^  cos 4α. По

условию задачи у0 =  Зх0, поэтому —  cos 4α +  5 cos2 α — ^ =  0, или
2 4 350 cos 2α +  10 cos 2α — 24 =  0, откуда cos 2α =  — j ,  cos 2α =  j .

25
По условию y(0) =  — — cos 4α < 0, то есть cos 4α > 0 или 

cos2 2α > Этому неравенству удовлетворяют лишь значения а, для
4

которых cos 2 а =  — j .

6.6. а =  — arctg 2 +  πη,  
(tg2a)[ =  —2, (tg2 a )2 =  4.

6.7. a =  ±  -  arccos

n G Z; 16 ctg2 а — 5 cos а — 7 =  0,

+  πη,  n G Z; sin а — cos 4α — -  =  0;

(cos 2 a)j =  ]r, (cos 2a )2 =  3

6.8. a =  arctg ^ +  π&,

(tg2 a)j =  (tg2 a )2 =  i .

4

it e  Z; 27 tg a +  10 cos 2a — 11 =  0,

3 ’ v °  9 '

6.9. 27, a =  { x + 2 y  =  3}. Локальный максимум — 3, а =  0,
2 a + 3  1
2 a +  1 ’ У 2 a + 1

256.10. 2, a =  1. {y — x  =  2}. Локальный минимум —, а =  5,
За

а +  1

2а + 5
а  +  1

6.11. 2, а =  3, {х +  Зу =  2}. Локальный максимум — —, а =  5,
а + 6 1
а + 3  а + 3  

6. 12 . 6, а
а

■ - а - Х ' У "  
6.13. /„

=  —1, {у =  х +  3}. Локальный минимум —
_  За — 4 

а  — 1

шах 4 0  ( Р  2 ^ ’ ^ min ~ϊ ^ ‘
Р е ш е н и е .  Данная система имеет вид

(Зх +  у ) ( х -  Зу) =  10;,~Р 'А

32 
3 ’ а =  4,

(х — 2у)(х  — Зу)
4 р 2  +  9
10 — р

4 р 2 +  9

(1)
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Разделив первое уравнение на второе (это можно сделать, так как 
x sS 0, у > 0, следовательно х  — 2 у < 0  и х  — 3 у < 0 ) ,  получим 
(Зх +  у):(х — 2у) =  р. Отсюда

χ  2 р + 1 (2)3- Р - 3 ’
1 Xгде — 3, так как — 0. Подставив соотношение (2) в уравне

ние ( 1 ), получаем х

=  f ( p )
5р — 2р  + 1 0

У(2р + 1 ) 2

7(4р 2  +  9 ) ’
(р 23) , откуда X2 +  у2  =  

7(4р + 9 )

7(4р + 9 )
. Исследовав функцию f ( p )  на максимум и ми-

-  ±; 3j , получаем, что / max =  -L (р =  -  I );  / min =  iнимум при р 

( Р =  1).
6.14. / min -χ, р  1, / тах р  1 (х ■пип 

3 (р 2 +  4) ’

р + 1 2  (Р +  1 )у , X ----------------
2 — р 3(р + 4 )

2 р — 2 р + 5  
3 (р 2 +  4)

)·

6.15. / min — 8, Р — 2’ Λι
3 1 ,

: =  Ι>/ , =  4 (Χ:
2 р + 1  2  (2 р +  1 )

У, * =  j ’
3(4р + 1 )1 - р

3(4р + 1 )  

6.16. /

_  (р —2 )

, /; 5д -f- 2 д -f- 2  

3 (4 р 2 + 1 )
)

min
ч2

Р  1 ,  / щ а х  5 ’ Р  1  ( *  '
(р +  1 )

9 (р 2 +  4 ) ’

,  f -
2 р — 2 р + 5

9 ( ρΔ +  4) ' 9(р + 4 )

6.17. — f  s s p < 0 .

)

Р е ш е н и е .  Из определения логарифма следует, что x +  1 > 0. Но 
второе неравенство приводится к виду (x +  1 ) х̂ — > 0, поэтому
его можно заменить неравенством

х — > 0,
2  р ( 1)

в силу того, что ищутся решения второго неравенства, являющиеся 
также решениями первого.

Первое неравенство равносильно совокупности двух систем:
[0 < х  +  1 < 1 , ίχ  +  1 > 1 ,
[ 0 < 3  —р х < 1 ,  И | 3 — р х > 1 ,

при р  > 0 принимающих вид
— 1 < х < 0,
2 ^ ^ 3 — < х < —
Р Р,

х  >  0 , 

х < - , (2,3)

9 -  2771
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а при р < О
— 1 < х < О,
3 ^  2 И— < X < —,
Р Р

х > О,
^ 2 (4,5)х > —.

Р
2

Система (2) несовместна, (3) имеет решение 0 < х < —, не удовлет­
воряющее неравенству (1).  Система (5) имеет решение х > 0, удов­
летворяющее (1) при любом р < 0. Таким образом, искомыми являют­
ся те значения р < 0, при которых система (4) несовместна, либо каж­
дое решение системы (4) удовлетворяет неравенству (1).  Система (4)

3 2 0  3 5имеет решение: — < х < — при p  «S —3, и промежуток — с  х —  не

удовлетворяет ( 1 ); —1 < х <  — при —3 < p =S —2 , — удовлетворяет

( 1 ), если 1 , т. е. — ysSpsS — 2 ; не имеет решений, если
—2 < р < 0. Объединяя найденные значения р, получаем ответ:
— f  ^ Р < 0.

6.18. 1 < р < уу, 0 < р  < уу.

6.19. — !  «S р < 0.
6.20. V2 < р < 2 , —V2 < р < 0.
6.2 1 . а е  π +  arccos у ,  — j U ( -  f , -  f j  U ( f ,  f  j U

U f j ,  π -arccos y) (— у с  cos α < у , cos а Φ 0).
2̂’ 

6.22.
α e  f -  f , -  f )  u f -  f  , -arccos f) U (arccos f ,  f )  U ( f , f

(— у < cos α < у , cos α Φ 0).
Р е ш е н и е .  Прямая I, задаваемая уравнением у cos а +

1+  x sin а =  - ,  касается окружности, задаваемой уравнением 

1 — 4х2 — 4 у2 =  0, поскольку система, задаваемая этими уравнения­

ми, имеет единственное решение х =  — , у =  с°2 -■ Таким образом 
условие задачи выполняется, если прямая I пересекает параболу, за­
даваемую уравнением 4х2 +  15 — 12у =  0, в двух точках, не совпада­

е т  α cos а \ющих с точкой А  ( 2 , 2~ j . Если а =  ±  то прямая является вер­

тикальной и пересекает параболу в одной точке. Если α Ф ± у ,  то пря­
мая пересекает параболу в двух точках, если квадратное уравнение
1 2 , 5  1у х  +  у =  -2  cos α — x tg а имеет два различных решения.
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Имеем: D =  tgz а — ^ l j  — -г—̂■— ) > 0, —\ ---- b f  —-------I  > О,3 1̂ 4 2  cos а  j c o s 2 а  3 cos а  3
2  1 38 cos а — 2 cos а — 3 > 0, ~  < cos а < -  , cos а Ф 0.

6.23. arccos i  - ϊ )  U ( -  f , -  f )  U ( f ,  f )  и

U , π — arccos ( — |  c  cos а < cos а Φ 0 ).

6;24· а е  U  ( " f - - a r c c o s  | )  U (arccos f ,  f )  U ( f , f );

(— 2  < cos а < - ,  cos а Ф 0).

6.25.

6 .26. -  у  < 1.
У к а з а н и е .  Условие выполняется, если точка графика, в которой 

касательная параллельна прямой АВ,  при проектировании на эту 
прямую попадает на отрезок [АВ].

6.27. ^ «  р «  - j .

6.28. -  i  р < 4.

6 .29. — T7J < Р  ^ 0, |  С Р < | ,  f ^ P < 2 .
Р е ш е н и е .  Пусть у{ г£ у2  — корни квадратного уравнения

у2  — 2Ву +  С =  0, где В =  2р(р — 1), С =  — р3(2р — 3). Для того что­
бы данное биквадратное уравнение имело решения, необходимо, чтобы 
дискриминант D =  — 4(В 2  — С) был неотрицателен. Имеем:
D ι  1 4

- j =  Р ( 2 р — 1)(3р — 4 ) ^ 0 ,  т. е. р ^ - ,  Рассмотрим четыре слу­
чая. В первых трех D > 0.

9 2
а) С < 0, тогда у 1 < 0 < у2, т. е. уравнение (х —  ̂ р) =  у х не имеет

9  9корней, а уравнение (х — -  р) =  уг имеет два различных корня,
9

сумма S  которых, согласно теореме Виета, равна ~ р. Из неравенства
η

S < Т ,  где Т =  — 5р +  11р +  7, следует — -^ < р < 2 и, с учетом ус-
7 3ловия С < 0, получаем — < р < 0, -^< р <  2.

б) С =  0, тогда р =  0 или р =  - .  При р =  0 уравнение имеет один
3

корень х =  0 и неравенство 0 =  S < Т  =  7 выполнено, а при Р = 2  —
-  С  8 1  „  „  4 9три корня с суммой S =  -γ ,  меньшей Г =  —.

в) С > 0, тогда у х и у2 одного знака, причем 0 < ур у2  > 0, если 
В > 0. При этом уравнение имеет четыре корня с суммой S — 9р,

9*
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поэтому из неравенства S < Т  следует — 1 < р <т, и, с учетом усло­

вий С > О, В  > О, получаем -  < р  <

г) 0  =  0 , тогда если р =  то yj =  у2  =  — и уравнение корней 

не имеет, а если р  =  то у 1 =  у2  =  и S  =  6 < Т.

6.30. O s S p s S l , | s S / ? < | ,  3 s g p < 5 .

6.31. —5 < р  < —4, — 1 < р  0, |  < р < 5.

6.32. 0sSpsg3,  4 sg /> < | ,  5 р <  6.
, , ,  ^146.33. а ^ - у .

У к а з а н и е .  Исходное неравенство, равносильное неравенству 
(4а — 8)х 2 +  (20 — 10а)х +  7 а — 1 6 > 0 ,  при а =  2 не является вер­
ным, a при а Ф 2 справедливо при всех χ  Ε β  тогда и только тогда, 
когда а > 2 и D  =  [10(2 — а )]2 — 1б(а — 2)(7а — 16) < 0.

6.34. а < | .

6.35.

6.36. α ί = | .

6.37. 4 ’ 3 '
Р е ш е н и е .
Уравнение s i n x = ( 4 a  — 2)2 имеет корни тогда и только тогда,

когда (4a — 2)2 sg 1, т. е. а — ■1 s: откуда а ^  | .
Задача сводится к нахождению всех значений а, при которых

функция / ( а )  = - — ^  принимает целые значения на отрезке 
27а

Уравнение /  (а ) =  (—4а-5  +  12а-4) =  а- 5(3а — 1) =  0 имеет
[ - ] ·

1 3'4, 4 единственный корень а =  причем /  (а) < 0  при

а < ^ и / ' (а )  > 0 при а > ^. Следовательно, функция / ( а )  убывает
1 3'

на отрезке 

3
при a E  и возрастает при а Е  -

Так как /  =  0 и /  ̂ j =  — 1 — целые числа, а — 1 <

( з\ 29< /  — -  =  т < 0, то искомое множество значений а состоит из
1 4) з7

1 1 чисел -т и -т.4 3
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6.40. §, 1.
6.41. а < 0, а =  1.
Р е ш е н и е .  Исходное уравнение равносильно уравнению

1 +  ах  =  2 Vx ( 1 )

при условиях

х  > 0, x ^ j .  ^

Полагая Vx =  t, запишем уравнение (1) в виде
at 2  -  2 t +  1 =  0. (3)

Если а =  0, то t =  χ =  ^ и не выполняется второе из условий (2).
Пусть а Ф 0, тогда уравнение (3) является квадратным и имеет

действительные корни тогда и только тогда, когда 23 =  4 — 4а ^ 0, 
т. е. при α «S 1. Если 23 =  0 (а =  1), то уравнение (3) имеет единст­
венный положительный корень t =  1 , а уравнение ( 1 ) имеет единст­
венный корень х =  1 , удовлетворяющий условиям (2 ).

Пусть 23 > 0 (а < 1), тогда уравнение (3) имеет два действитель­
ных и различных корня. Так как t =  Vx ^ 0, то задача в случае 
23 > 0 сводится к нахождению тех значений а, при которых уравне­
ние (3) имеет один положительный корень (другой корень отрица­
телен), т. е. имеет действительные корни разных знаков. Это условие
выполняется тогда и только тогда, когда D  > 0, ^  < 0, т. е. при
а < 1 и а < 0. Итак, в этом случае а < 0.

Приведем другое решение этой задачи, используя графики функ­
ций у = 1 + а х  и у  =  2Vx при х ^ 0 (см. рис.).

Требуется найти все значения а, при которых эти графики имеют 
единственную общую точку и при этом выполняются условия (2 ).

Если а < 0, то прямая у =  1 +  ах  пересекает параболу у =  2Vx в 
единственной точке.

Если а =  0, то из уравнения (1) получаем х =  ^ (не выполняются
условия ( 2 )).

Пусть а > 0, тогда прямая у =  1 +  ах 
имеет единственную общую точку с пара­
болой только в том случае, когда она каса­
ется параболы. В этом случае уравнение 
(3) имеет единственный корень (23 =  0, 
а =  1). При 0 < а < 1 прямая у =  1 +  ах 
пересекает параболу у =  2Vx в двух точ­
ках, а при а > 1 прямая и парабола не име­
ют общих точек. К задаче 6.41.
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6.42. а = ~ ,  а >  0.

6.43. а < 0, а =

6.44. а = ~ ,  а >  1.

6.45. О < а < а =  \ .16 4
Р е ш е н и е .  Полагая х +  7 =  i, получим уравнение

Vi — 16 =  at — 3. d )

Требуется найти все значения а , при которых графики функций 
у =  Vi — 16 и у =  at — 3 имеют при i > 16 единственную общую точ­
ку (см. рис.).

Если a «S 0, то прямая у =  at — 3 не 
имеет общих точек с параболой 
у =  Vi — 16. Заметим, что угловой ко­
эффициент прямой у =  at — 3 равен а. 
Найдем угловые коэффициенты а 1 и 
а2  прямых Zj и /2 (обе задаются урав­
нением вида у =  ai — 3), первая из ко­
торых проходит через точку (16; 0), а
вторая касается параболы у =  Vi — 16.

Подставляя в уравнение у =  3 — at значения i =  16, у =  0, находим 
3 
16'

Число а2  является тем значением а, при котором уравнение (1) 
имеет единственный корень t x > 16. Возводя обе части (1) в квадрат, 
получаем уравнение a 2 t2  — (6α +  l ) i  +  25 =  0, дискриминант кото­
рого D =  (6α +  I ) 2 — (10α)2. Уравнение D =  0 имеет единственный
положительный корень а =  j .  Следовательно, а2  =  j .  Если 
3 S* п С

4 ’

общих точки, а при а > ^ они не имеют общих точек.

4.   ,

1 6 а < j ,  то прямая у =  at — 3 и парабола у  =  Vi — 16 имеют две

16'
6.46. 0 ί  α ί  — , а =  -

6.47. α =  0 < α < ·|.

6.48. 0 ^ α ^ ·|, α =

6.49. < α *£ 2.
Р е ш е н и е .  Исходное уравнение равносильно уравнению 

log5 (x +  V2 — α) =  log5 (α — 1 — x) +  log5 3,

10·

(D



ЗАДАЧИ С ПАРАМЕТРАМИ · ОТВЕТЫ И РЕШ ЕНИЯ 247

а уравнение ( 1 ) равносильно системе
x +  V2 — а =  3 (а  — 1 — х), 
а — 1 > х,

откуда следует неравенство
1 (2)

Для решения неравенства (2) построим графики функций 
у -= 1 — а и у =  V2 — а (см. рис.). Из рисунка видно, что множество 
решений неравенства (2 ) — промежуток (а,; 2 ], где αγ — корень 
уравнения

1 — а =  V2 — а (3)
такой, что а, < 0.

Из (3) следует, что (1 — а ) 2  =  
=  2 — а _или а2  — а — 1 = 0, откуда 
а, 1 - V 5

6.50. 3 ■ < а «5 5.

6.51. з + ν π < а 3.
6.52. -  5 < а «5 4.
6.53. -  1 < а < 3.
Р е ш е н и е .  Первое уравнение исходной системы равносильно урав­

нению 8(3 — х  +  у) =  25 — 6х +  7у или уравнению у — 2х +  1, если
у +  3 — х > 0,

откуда следует, что х  > — 4. Тогда второе уравнение примет вид 
2 х +  3 =  (х  — 2 а ) 2  +  а +  2х, или

χ 2 — 4αχ +  4α2 +  а — 3 =  0, (1)

и задача сводится к нахождению тех значений а, при которых урав­
нение ( 1 ) имеет ровно два корня Х[ и х2 такие, что х 1 > — 4 и 
х2 > - 4 .

Обозначим / ( χ )  =  χ 2 — 4αχ +  4а2 +  а — 3, D =  16α2 — 4(4а2 +  
+  а — 3) =  4(3 — а) и воспользуемся тем, что указанные условия 

выполняются тогда и только тогда, когда D > 0, / ( —4) > 0 ,  х0 > —4, 
где х0 =  2 а — абсцисса вершины параболы у =  / ( х ) .  Итак,

D =  4(3 — а) > 0, / (  -  4) =  4а2 +  17а +  13 =  4 +  -yj (а  +  1) > 0,
2а > —4, откуда — 1 < а < 3.

6.54. —5 < а < 2 — Ъу/Ъ/2.
6.55. - 5 /2  < а <  - 1 /4 .
6.56. 1 < а < 5.
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6.57. 1) а =  —3, а =  4; 2) а < —3, а > 4, а =  -Щ —̂-.
Р е ш е н и е .  Пусть t =  х  +  2, тогда уравнение примет вид

(а +  3 — | ί | ) (а — 4 +  ί2) =  0. (1)

Построим графики функций а =  4 — ί2 и а =  | ί |  — 3 (см. рис.).
1) Прямые а =  4 и а =  —3 имеют ров­

но три общие точки с графиком уравне­
ния ( 1 ), т. е. с совокупностью графиков 
а =  4 — t2  и а =  | < | — 3. Это означает, 
что при а — — 3 и а =  4 уравнение (1) 
имеет равно три корня.

2) Если а > 4 и а < — 3, то уравнение
(1) имеет ровно два корня. Два корня
уравнение ( 1 ) имеет и в том случае, ког­
да графики функций а =  4 — t2  и
а =  | ί | — 3 имеют общие точки, т. е. если 

К задаче 6.57. 2
4 — t0 =  11 01 — 3, где t0 > 0, или

4 — z2 =  z — 3 (z =  11 0 1). Отсюда z =  ■v̂ ~ 1, α0 =  ζ — 3 =  ν̂ ~ 7.

6.58. 1) α =  6, α = - 1 ;  2) α < - 1 ,  α > 6, α = 13~ ^ .

6.59. 1) α =  2, α =  9; 2) α < 2, α > 9, α =

6.60. 1) α =  — 4, д =  3; 2) α < —4, α > 3, α =  7 У^~.
κ α ι  9 1176.61. 2, 4 .
Р е ш е н и е .  Графиком первого уравнения системы является замк­

нутая ломаная L  (граница прямоугольника) с вершинами в точках,
з

лежащих на прямых х — 0, у  =  0, у  =  2 х.
Найдем эти вершины. Если х =  0, то |у | = 3  (у =  3 и у = — 3), 

если у =  0, то |х | = 3 ,  если у  =  ~ х,  то | х\ =  3 , |у | =  | .
Ломаная L  изображена на рисунке, где А 1 (—3; 0), А 2  (3; 0),

Л[ (0; — 3), В 2  (0; 3 ), С г 3; — , C2 ^3; | j .  Графиком второго
уравнения при а > 0 является окружность с радиусом Va с центром 
О (0; 0).

Данная система имеет ровно два решения в следующих случаях:
1) окружность касается отрезков А {В 2  и А 2В, тогда Va =

9
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У
6-

-6

- 6-1
К задаче 6.61.

2) радиус окружности равен расстоянию от точки О до точек Cj

Р е ш е н и е .  Если а  =  О, то уравнение примет вид Зх +  14 =  0, от-

Пусть а Ф 0, f ( x ) =  4ах 2  +  (4а — 3)х  +  я — 14, D =  (4д — З)2 — 
-  16а(а — 14) =  200а +  9.

Если D < 0, то уравнение не имеет действительных корней, а 
если D >  0 , то уравнение имеет два различных действительных 
корня.

Интервалу (0, 1) принадлежит только один из этих корней тогда 
и только тогда, когда числа / ( 0) и / ( 1 ) имеют разные знаки, т. е. 
при условии

121  ‘

6.65. Ц- ^  а а  14.

куда х0 =  - ψ  и х0 ^  [0, 1 ].

Если D  =  0, то а =  х0 =  < 0, х0 ^  [0, 1].

/ ( 0) / ( 1 ) < 0.
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Заметим, что равенства / ( 0 )  =  а — 14 =  0 и / ( 1 )  =  9а — 17 =  0 не 
могут выполняться одновременно, a если / ( 0) = 0  или / ( 1 ) = 0, то 
уравнение имеет единственный корень на отрезке [0, 1 ] в том и толь­
ко том случае, когда

/ ( 0) / ( 1 ) * 0,
17т. е. (а — 14)(9а — 17) ^ О, откуда находим а ^ 14.

< 13 ^ 26.66. - - <  а *  т

6.67. ψ  *= а *= 6.

6.68. ~  < а *=4 4
6.69. а =  — 1, а =  0.
Р е ш е н и е .  Исходная система неравенств равносильна следую­

щей:

х2 +  2х ^ а,
4х  — х

( 1 ) 

(2)

Построим графики функций а — x  +  2х — / ( х )  
__ 4х~х_ — (см_ рис_)_

а =

Эти графики пересекаются в точках с абсциссами и 0, 

/ ( х )  ? - 1  и g(x) ^ |  при x e  R.
2

При а < — 1 неравенство (1) не имеет решений, а при а > -  нера­
венство (2 ) не имеет решений.
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При каждом значении а = а 0, где п0 3* — 1 множество £ , ре­
шений неравенств ( 1 ) состоит из абсцисс тех точек графика функ­
ции a =  f ( x ) ,  которые лежат ниже прямой а =  а0 и на этой пря­
мой.

2
Аналогично, при каждом а =  а0, где а0 ί  - ,  множество Е г решений

неравенства (2 ) состоит из абсцисс тех точек графика функции
а =  g(x) ,  которые лежат выше прямой а =  а0 и на этой прямой.

( 2“| 2 
О, -  , то множества £ , и Ег — отрезки (при а0 =  ^

множество Е 2  — точка х  =  2), не имеющие общих точек [Е{ и Е 2  

лежат по разные стороны от точки х =  0). В этом случае система 
( 1 ) —(2) несовместна (не имеет решений).

Если а0 =  0, то множества £ ,  и Е г имеют единственную общую 
точку х  =  0, т. е. при а =  0 системы ( 1 ) —(2) имеют единственное 
решение.

Если — 1 < а0 < 0, то пересечение Е  множеств Е { и Е 2  — отрезок. 
В этом случае система имеет бесконечное множество решений (каж­
дая точка х  £  Е  — решение системы (1) —(2)).

Наконец, при а =  — 1 система имеет единственное решение 
x =  - 1 .

6.70. а =  0, а =  \ .

6.71. а =  —у2> а =  0.

6.72. а =  0, а =  | .

6.73. a = V 7, 0 < а *= 1.
Р е ш е н и е .  Если выполняются условия

а > 0, I х > log7 а, ( 1 )

то исходное уравнение равносильно уравнению

I х — log7 а =  72х. (2)

Пусть t =  I х, log7 а =  д, тогда t > 0, и задача сводится к нахождению 
таких значений а, при которых уравнение

t2 — t +  q =  0 (3)

имеет единственный положительный корень t { > д.

Дискриминант уравнения (3 ) D =  1 — 4д; D > 0  при д ^ i ,  т. е.

log7 а ^ ·̂, откуда O c a s s V T .  Если £) =  0, то Ч — \> 1°ё7 а =

Итак, при а =  V 7  исходное уравнение имеет единственное решение.
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Пусть D  > О, тогда уравнение (3) имеет единственный положи­
тельный корень в случае, когда q ^  О, т. e. log7 а ^ О, откуда 
О < а ^ 1 .

При а  =  V7 и 0 <  a i  1 условия (1) выполняются.
6.74. а = г ~ ,  а > 1.

V5
6.75. а = 47=, О  1.

v3
6.76. a = V 2 ,  0 < а < 1.



3 ( 2 17.1. x  =  — arctg 4 +  2лл, η £ Ζ ,  λ =  11 α, =  — j ,  Д =  j ;

x  =  π  — arctg 2  +  2πη, n  E  Z , k  =  15 (a, =  fi? =  — 77)) ·

7. РАЗНЫЕ ЗАДАЧИ

4  , w  -ν 5 , ~  1 0 ,

Р е ш е н и е .  Воспользовавхнись свойством последовательных чле­
нов арифметической прогрессии, получим

8 sin x  ctg 2х =  cos x  — sin x ,
откуда

4 tg2 x  — tg x  — 3 =  0, 

tg x  =  1 , tg x  =  —|.

В первом случае

sin x  =  cos x  =  ± - j f ,  ctg2x =  0 ,

и разность арифметической прогрессии d  =  +
Далее имеем: j

a 7 =  T  =  a i +  6c? =  a i +  V2>

1 j .  6
“1 =  5 * 7 2 ·

Поскольку ak =  — sin x =  + ^ f =  al +  (k  — 1 )d,  то

+  (& — 1) ^ ·  =  +  и ±λ^  =  (к — %)-5, к E  N,  что невозмож­
но в силу иррациональности числа V I .

Во втором случае существуют две возможности:
3 3 71) x =  — arctg -  +  2πη, п Е  Ζ,  тоща sin x =  — ctg 2χ =  —

j _ l  _ _  2    2 , Jfc -l _  3
10’ 5 ’ 5 10 5

Отсюда λ =  11.
3 3 72) χ =  π — arctg -  +  2πη, η E  Ζ,  тогда sin χ =  j  , ctg 2χ =  —

, 1 4 4  к - 1 3 . , -
10’ “ ΐ “ 5 ’ 5 10 ~  5  И Λ — 15.

. / 211/10 ι/τΛ7.2. χ =  — arctg 2 +  2πη,  к =  1 , k  =  ί  =  ^  ·

7.3. χ =  — arctg j  +  2πη, η E  Ζ,  к =  7; ^α, =  y ,  d  =  —  · | | ; 

χ =  π — arctg j  +  2πη, η E  Ζ, к =  7, ^α, =  — у ,  ώ =  | j .

7.4. χ =  —arctg 2 +  (2η  +  1)π,  η E  Ζ, к =  8, ία, =  l62n\ q =  i f ^ J .
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7.5. S =  ^ γ  j arctg γ  +  arctg | ]  — γ  169. Фигура M  заштрихована 
(рис. β)

Р е ш е н и е .  Второе неравенство системы равносильно неравенству 

(χ— 13)2 +  у2 — 144 
х2 +  у2 — 625

Точки, координаты которых ему удовлетворяют, лежат внутри 
круга радиуса 25 с центром в точке (0; 0) , но вне круга радиуса 12 
с центром в точке (13; 0). Множество всех этих точек указано штри­
ховкой на рис. а.

Неравенство
К задаче 7.5.

Ж » - * U )
имеет смысл, если ху  > 0, то есть для точек (х; у),  лежащих в первом 
или третьем квадрантах.

При у < 2х правая часть неравенства (1) отрицательна, поэтому 
все точки (х; у) такие, что ху > 0, у < 2х являются его решениями.

Если ху ^ 0, у ^ 2х, то неравенство (1) равносильно каждому из сле­
дующих неравенств

зг у2 — 4ху +  4х2,
12

У - Т х У- f  XI *£θ,

12 5откуда 2х г£ У г£ — х при ХЗгО и 2х г£ у -  х при X < 0.
Таким образом, неравенству (1) удовлетворяют точки, отмечен­

ные штриховкой на рис. б.
Заметим, что прямая у =  ^- х имеет единственную общую точку 

А =  с окружностью (x — 13)2 +  у2 =  144.

Поэтому фигура М  имеет вид, указанный штриховкой на рис. в.
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Площадь фигуры М  равна сумме площадей двух секторов (соответст-
12 . 5ч- J  и arctg -). 12 . 5чвующие центральные углы равны arctg и arctg - )  минус площадь по­

лукруга радиуса 12.
7.6. S =  25 arctg V2 +  20 +  =  ~ ( л ~  arctg 2V2) +  20 +

Фигура М  заштрихована (см. рис.), А ( —2; 4), в { —γ ;

К задаче 7.7.

3 97.7. S =  32(arctg -  +  arctg 3) — ~· π. Фигура Μ  заштрихована

(см. рис.), Λ \ γ ;  -у ] — точка касания.
2 V57.8. S =  4 arctg +  γ γ  +  4 =  2 arctg - γ  +  γ γ  +  4. Фигура Μ  за­

штрихована (см. рис.), 21(2 ; — 2), Β ^ - ^ γ - ;  — -уj .
7.9. Фигура Φ  — окружность (а +  13)2 +  Ьг =  169 с исключенной 

точкой ( — 1; 5). Прямые: Ь =  — Щ а  +  Ί, а =  0 — касательные,
b =  2а +  7 — проходит через точку ( — 1; 5).

Р е ш е н и е .  Найдем х  и у  из первых 
двух уравнений системы. С этой целью 
вычтем из первого уравнения, умноженно­
го на Ь, второе, умноженное на (Ь — 4):

4{а +  Ь - 4 ) х  =  1 2 - 6 .  (1)

Кроме того, вычтем из второго уравне­
ния, умноженного на а, первое, умножен­
ное на (а  — 4): / - 4

.ч . с  К задаче 7.8.4 (а  +  b — 4)у  =  а +  8. (2)

Рассмотрим случай а +  b Ф 4. Тогда система, состоящая из первых 
двух уравнений исходной, имеет единственное решение

1 2 - й  а +  8
х =  тт——— у-4(а + b — 4) ’ 4{а + Ь~4 ) '
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Подставляя выражения для х  и у  в третье уравнение, после пре­
образований получаем уравнение окружности (а +  13)2 + Ь2  =  169.

Условие а + b ^  4 означает, что из этой окружности необходимо 
исключить точки (—8; 12) и (—1; 5).

В случае а +  b =  4 из соотношений (1) и (2) вытекает, что реше­
ние системы может существовать лишь для а =  —8, Ъ— 12. При этих 
значениях а и b исходная система принимает вид

— 8х +  8у =  2 ,
-  12* +  12у =  3,
12х +  2у =  3

и имеет единственное решение.
Итак, фигура Ф является окружностью (а  +  13)2 + Ь2  =  169 с ис­

ключенной точкой (—1; 5) (см. рис.).
Легко видеть, что искомыми прямыми будут:
1 ) b =  — ~  а + 7, а =  0 — касательные к окружности, проведен­

ные из точки (0; 7),
2) b =  2а +  7 — прямая, проходящая через точку (0; 7) и исклю­

ченную точку Р (—1; 5).

7.10. Ф = Ь =  ^ ( а 2 - а  +  6)

\ъ

3 9 4(Ц парабола с исключе­

нной точкой Р =  I 2 ’ Тб I (см· Рис·)· Прямые: а =  — 6 — параллель­

ная оси, b =  ~ j 2 a ~ 2 касательная, и 11 . 5
ь =  ~ 2 4 а +  Т ~  прохо­

дит через искомую точку.
7.11. Ф  =  [а2 +  ( b +  5)2 =  25 ]/|(—3; —1)| — окружность с ис­

ключенной точкой Р = ( —3; — 1) (см. рис.). Прямые: b =  0 — ка­
сательная, ό =  |  (а  — 10) — касательная, 5 =  -^ (а — 10) прохо­
дит через искомую точку.

7.12. Φ =  {й =  yjj (а 2 — а — 2 )} /{(—6; 12)} — парабола с исключе­
нной точкой Р =  (—6; 12) (см. рис.). Прямые: а =  4 — параллельная



РАЗНЫ Е ЗАДАЧИ · ОТВЕТЫ И РЕШ ЕНИЯ 257

21 27 9 33оси, b — -jjj а — 5 касательная, b =  — — а +  -̂  проходит через
исключенную точку.

7.13. у =  2(х  +  2)2 +  25.
7.14. у =  ~~Ть (х ~  8) 2.
7.15. у =  -  ( x -  I )2 - 6.
7.16. у =  | ( *  +  9 )2·

23 57.17. — —. Второй велосипедист обгонит первого впервые, проехав
с  2 О5 полных кругов и еще S.

7.18. «Вольво» совершит обгон «Мерседеса», пройдя 12 пол-
2  сных кругов и еще  ̂ S.

7.19. Второй лыжник обгонит первого впервые, проехав 14
1 ополных кругов и еще -  S.

56 57.20. -j- —. «Рено» совершит обгон «Крайслера», пройдя 10 полных
2 округов и еще j  S.

7.21. П9, П10, Пи . Турист должен сесть в автобус № 66, если 
в момент отплытия отправляется автобус № 0.

7.22. П7, П8, П9. Путешественник должен сесть в дилижанс 
№ 2 1 , если в момент отплытия отправляется дилижанс № 0.

7.23. П7, П8, П9. Студент должен сесть в электричку № 26, если 
в момент отплытия отправляется электричка № 0.

7.24. П8, П9, П 10. Курьер должен сесть в кабриолет № 22, если в 
момент отплытия отправляется кабриолет № 0.

J2  97.25. S =  ^-vT7 (М  ограничено параболами П,: у = х 2

П2: у =  — х 2  — 4х; точка Р ( —1,— 7 ) — центр прямоугольника, ко-
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эффициенты наклона его сторон к 1 2  =  вершины

/3 (§ Л 7  - 1 ;  -  i ) ,  £>(—1 —|  VT7; -  i ) ) .
2

7.26. S =  -у  VT7. Фигура М ограничена параболами у =  ^—  7 и
(jc +  2) 2 . _ тт , , 5 Чу — ------- -------2. Центр прямоугольника — точка ( — 1; — 2)

Р е ш е н и е .  Обозначим коэффициенты при р 2  и р ~ 2  через а и с 
соответственно. Пусть ί =  р2. По условию множество М состоит из 
точек, для которых / ( ί )  =  4 +  at +  j  > 0 при всех ί > 0. Но

2
t f ( t )  =  at 2 +  4ί Ί- с и ~ f ( t )  =  с f — j +  4 - j  +  а — квадратные трех-m  t
члены относительно t и j  соответственно, для неотрицательности ко­
торых необходимо, чтобы а ^ 0, с 5= 0. Эти условия и достаточны, так 
как при их выполнении f ( t ) ^ 4, если t > 0. Итак, М  — множество 
точек, координаты которых удовлетворяют системе неравенств

2у - х 2 +  14 35 0,
— (х 2 +  4х +  2у) $= 0,

т.е. является фигурой, ограниченной параболами
X ГЧ 1—Г _ (.X Г i
T - 7 - 2 У = --------- γ

1 Я ^ П Т 1 Ы  Л) —  ^

\ А

у .

4 /  »νф Л К В

I ^
/  с

2 2 

П,: у — ~2 7, П2: у =  — — ^ 2) + 2  (см. рис.).
д.2

Парабола П, получена из параболы у =  — сме- 

к задаче 7.26. щением на 7 вниз, а парабола П2 — из симмет-

ричной ей относительно начала координат параболы у =  — γ  смеще­
нием ее на 2 влево и на 2 вверх, поэтому множество М имеет центр 
симметрии — точку Р ( — 1; — | )  (точку Р можно найти и как сере­
дину отрезка, соединяющего вершины парабол Я 1 и П 2). Из цент­
ральной симметрии множества М  следует, что центр прямоугольника 
ABCD  совпадает с точкой Р. По условию BD\\Ox,  поэтому точки В
и D имеют координаты В (х0; — | ) ,  D ( — 2 — х 0; — | ) ;  тогда прямая 

СВ имеет уравнение у = к ( х  — х0) — γ ,  а перпендикулярная ей пря­

мая АВ — у =  -  γ ( χ  -  χ 0) - 1.
Прямая СВ касается параболы П]5 а прямая А В — параболы П2, 

поэтому дискриминанты квадратных уравнений

* ( х - х 0) - §  =  ^ - 7  и _ 1 ( * - * 0) _ |  =  _ < ί ± 2 ) !  +  2,
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задающих абсциссы точек пересечения прямых с параболами, равны 
нулю, т. е.

D { — к 2  — 2кх 0 +  9 =  0, Я2 =  - 1 - ± - ^ ° + 9  =  0.

Решив эту систему, получаем

* =  (А>0)> Χο =  ί ν π - ι .

Отсюда BD =  ^ VT7, S =  АВ-ВС =  BD2 sin α cos а, где а =  LDBC,

tg а =  к, т.е. 5 =  BD2  tg а cos2 а =  BD2k —̂·—  =  Щ- VT7.
к  +  1 1

7.27. S =  2 (множ ество М  ограничено параболами П,:

у  =  j  х 2 — 13, П2: у =  — j x 2 — 2x ; Р ( —1; — γ )  —  центр прямо­

угольника, коэф фициенты  наклона его сторон к,  2 =  — вершИ-
, , , .4 0 /2  1 Ц  пГ  ,  4 0 /2 .  1 1 ^ны В{— ----- 1; -  —), D{ -  1  — ; -  γ ) ) .

112 57.28. S =  ^ \ f 2 (множество М  ограничено параболами П^.
? 21 ? 13у =  х  — —, П2: у =  — х  — 4х; Р{ — 1; — -̂) — центр прямоуголь­

ника, коэффициенты наклона его сторон к х 2  — 1 ±η^ , вершины 

В { \ |V 2  -  1; -  f ) ,  -  ^ ) ) .

7.29. 5 , =  f  9J,
Р е ш е н и е .  Пусть М (х0; у0) и yt) — точки, в которых пря­

мые АВ  и CD касаются графика Г функции у =  х 3 — 6 (рис. а, б), 
тогда уравнения касательных:

АВ: у — у0 =  Зх2(х -  х0) , CD: у -  у { =  Зх2(х — х , ) , 

или, с учетом того, что у0 =  Xq — 6, у, =  х, — 6,

АВ: у =  ЗхцХ — (2х\  +  6), CD: у =  Ъх\х — (2х\ +  Ь).

Параллельность касательных АВ  и CD означает, что Зхц =  Зх2, т.е.

х \ =  — х о>
а условие на площади треугольников АОВ  и COD означает, что 
0 D  =  20B ,  т.е.

| — (2х2 +  6) | = 2 1 — (2хц +  6) | , или 
х2 +  3 =  ± 2 ( х 30 +  3).



260 РАЗНЫ Е ЗАДАЧИ · ОТВЕТЫ И РЕШ ЕНИЯ

Система уравнений (1),  (2) имеет два решения х0 =  — 1, x, =  1 и
х 0 =  —9з, х, — 9?, а прямая АВ  — уравнения у =  Зх — 4 (рис. б) и

1 4у  =  9(3)зд: +  12 (рис. а) соответственно. Для этих прямых ОА =  ^ и
4

 г, ОВ =  4 и 12 соответственно, поэтому треугольник ОАВ имеет
3(3)з

8 8 1 площадь j  (случай б) или -  9з (случай а).

К задаче 7.29.

7.30. S, _  8  

— 9 ( y =  --  9x -  4, x0 - 1 )

S2 = 8 (y  = -- | x  + 3’ =  3 )·

7.31. 5,
8(3)

81 - (У =
x , 4 
3i f  9 ’ x o ■a>

S 2  =
8

27 ( y  = 3 * - f x0 =  i) .

7.32. S. =  8 (y  =  -
X  0
4  2 , XQ — 2 ) ,

s 2  =
8

9 (y  =  - 81 к-  —  x +  6 , x0 =  ? ).

7.33. / 2 = 1 6 ,  S =  2  ( Р — \ ’ Р ~ 2  — посторонние корни уравнения 
logI  p  =  logp/8 р).

7.34. р =  16, S =  ^ (p =  1, р =  2~ ' 5 12  — посторонние корни урав­

нения log2 р =  30 loggv/2 р) ·
Р е ш е н и е .  Пусть а, Ь, с — длины сторон, ha, hb, hc — длины вы-

25 25 25сот треугольника, S  — его площадь, тогда ha =  —  , hb =  - у  , hc =  — . 
Если x,, х2, х3 — корни кубического уравнения, то оно может быть
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записано в виде (χ  — χ , Η χ  — х 2)(х  ~  х3) =  О 1ЛЛИ х3 —
— (х, +  х 2 +  х3)х2 +  (х,х2 +  х2х3 +  ХзХ^х — Х(Х2х3 =  0. Таким об-

. , . 32 , , , . 5 , 15 2S 2Sразом, а +  о +  с =  —, ab +  Ъс +  са = abc =  —  4- у  +
2S 1 , 4S2 . 4S2 , 4S2 , 8S3 1

+  с ”  3  l l0 g ^ l ’ ab +  bc +  са ~  lo g 8V2 p P ' abc ~  1 l + V p ' ' П о с л е д н и е
~  „  bc +  c a + a b  1 ι ,  „  ιтри уравнения можно переписать в виде 2 S  у ;  =   ̂ | log2 р \ ,

452 ' +abc~  =  log»^p Р’ ^ Ь =  п Т 7 р и’ исключив переменные a, b и с,
мы получаем систему уравнении

=  8S3(11 +  Vp) ,

7 p = 4 s 2 \  11оё2 ^I ( 11 + > /Р)- 

f  =  2S(log8V2p p ) ( U + V p ) .

Перемножив первые два уравнения и разделив на квадрат второго, 
получаем: log| р  =  30 lo g g ^  р, т. е. log2 р  =  30 log2 pt  log2 (8V2p).

Положив log2 p =  t, получаем t2  =  301/(^  +  или t {t2  +  ·

+ 1 1 — 30j = 0 ,  откуда i, =  0, t2  =  4, t3 =  — у .  Корень t =  0 —  по­
сторонний, так как тогда ha +  hb +  hc =  0, что невозможно. Для корня 

t =  — у  получаем р  =  2 ~ 15 12  и последние два уравнения системы при­
нимают вид с . .

5 -2 15/4 =  4S2 f  (11 +  2 1 \ ,

32 · 2 15/2 =  2S у  ( 1 1 +  2_|5/4  ̂.

Полученная система несовместна.
Наконец, если t — 4, то р =  16. Получаем совместную систему, из 

которой находим S.
7.35. р =  гг, S =  тг (р — 4, p =  16V2 — посторонние корни уравне-

о L

ния log2 f  =  у  logpv/2 f ) .

7.36. p =  5, S =  ^  (p  =  j ,  p =  — посторонние корни уравне­

ния log^  (5p)  =  4 logp/i/j (5p )).
7.37. x =  log3 1.

7.38. x  =  log4 2 ’ x  =  Ι°§4 5.

7.39. x =  log7 y .
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7.40. х  =  log5 | ,  х  =  log5
7.41. CD: у =  16, 5 =  18 V3.

Р е ш е н и е .  По условию точки С и / ?  симмет­
ричны относительно оси Оу (см. рис.), поэтому 
они имеют координаты С(х0, у0), D (—x 0, у0). 
Тогда точка Е  пересечения медиан треугольника 
имеет координаты Е ( —х 0/ 3, у0), так как 
CD =  2- DE.  Точки С и £  лежат на графике, по­
этому

Уо = - т 1 - * =  « 5 ~ 5 ) г,

К задаче 7.41. N L  : LB  = 1 : 2 ,  а =  -  b =

откуда х 0 =  ± 3 ,  у0 =  16.
Далее по свойству медианы прямоугольного 

треугольника CD =  AD,  но AD  =  АС,  значит, ис­
комая площадь вдвое больше площади равносто­
роннего треугольника ADC  со стороной 2 1 х0 | = 6.

7.42. у  =  5х, А В =  18V26.  (0 (3 ; 15),
С (9; 45)).

-г ПГ. 16. о _  18V37.43. PL. у -  S - — .
7.44. у =  Зх, K L  =  12-/Ш.
7.45.
Р е ш е н и е .  Прямая пересекает параболу ров­

но в одной точке, если она параллельна ее оси, либо касается пара­
болы. Оси парабол параллельны оси Оу (см. рис.), поэтому либо
В хВ 2 \\Оу, либо В ХВ 2  — общая касательная к параболам, что невоз­
можно, так как единственная общая касательная данных парабол 
проходит через точку N.  Итак В хВ2 \\Оу, тогда N B 2 \\Ox, поэтому если

точка М  — точка пересечения NB 2  с П р 
то M N  =  2Ъ, и из симметрии парабол сле­
дует N B 2 = 2 b ,  откуда B 2 (3 b ,ab2), 
В Х(ЗЬ, 9ab2) — координаты точек В 2  и 
В х. Тогда касательная B XL  имеет уравне­
ние у  =  6abx  — 9ab2  и она пересекает 
прямую N B2: у  =  ab2  в точке L  Ъ, ab 

Отсюда получаем, что N L = 3 b’
B2L  =  -  b, т. e. N L  : B2L  = 1 : 2 .  Далее, из

К задаче 7.45. равенства
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1 1  я 1
3 = ^ κ ι ν  =  2 2  ' ^ ι ^ 2  =  ^ \ α \^  следует, что | а | =  ~^ъ- Поэтому

BXL 2  =  Β χΒ 2 +  LB 2  =  64α2Ζ>4 +  ~  b2  =  ^ ^  +  ΙόΖ)2']. Наименьшее

(.2значение этой функции достигается при Ь2 =  т. e. b =  ^ и тогда

а =  — 3 ’
З а м е ч а н и е .  Искомые значения параметров а ш b можно было

2
найти иначе. Из того, что B2L — -  B2N,  следует, что SB в f =  

2 2=  з в n  ~  9 > поэтому B XL  — диагональ прямоугольника LB 2 B XK
площади 4/9 и она имеет наименьшую длину, если прямоугольник — 
квадрат, т. e. L B 2  =  В 2 ВХ.

7.46. B XL \  B 2L = \  \ \ ,  а =  —3, Ъ =  \  (B2 (3b\ ab2), В х(ЗЪ\9аЪ2), 

L(3b; 5аЪ2)).

7.47. =  I , α =  I , А =  |  {A2 {3b\ аЪ2), ЛДЗ/.; 9а/.2), Z>; а/>2) ).

7.48. Л , * :  Л2* =  1 : 1, а =  2, b =  ^ (A 2 (3b; ab2), A x(3b; 9аЬ2), 

К(ЗЬ\ 5аЬ2)).
7.49. 5 =  10 — 4
Р е ш е н и е .  При 0 < у — x  < 1 первое неравенство принимает вид 

2у — 2ху 3* (у — х ) 2, а при 1 < у — х  — вид 0 < 2у — 2ху ^ (у — х )2. 
Таким образом, первое неравенство задает на плоскости множества

x +  1 < у,. ,  , х < у < x +  1 ,М х. \ 2  2 и М2:
1 |х  +  ( у — l ) 2 =s 1 , 2 х 2 + ( у -  1 )2 > 1 , 

у ( х -  1 ) < 0.
Второе неравенство задает угол у  ^ 4 — | х | . Фигура Ф изображена 

на рисунке. Для нахождения площади фигуры Ф осталось заметить, 
что она равна сумме площадей треугольника АВО  и трапеции 
BCDE  без площади четверти круга, так как треугольники EF O  и 
ОЕК  равны.

7.50. 5 =  π -  1.
7 .5 1 .5  =  4-4

7.52. 5 =  ~  -  π.

7.53. α =  -  f ,  утХп =  —11.
Р е ш е н и е .  1) Так как уравне­

ние
—2х3 — 8αχ2 — 4а2х +  5 =  4ц2х +  5 
равносильно уравнению х(х  +  2 а) —
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=  0, то точки Л(0; 5) и В ( —2а; 5 — 8а3) являются общими точками 
графика функции у =  f ( x ) и прямой I, заданной уравнением у =  g ( x ) , 
где g(x)  =  4 а2х  +  5.

Площадь S рассматриваемой фигуры определяется формулой

5 =
—2 а

S ( g ( x ) - f ( x ) )  dx

27 jПо условию S =  -у  и поэтому а =  — так как а < 0, а / (х) =
-  —2х3 +  6 х 2  — 9х +  5.

2) Касательная к графику функции у =  f ( x )  в точке х0, задавае­
мая уравнением у =  f ( x 0) +  f ' ( x 0) ( x  — х 0), пересекает ось Оу в точке 
с ординатой 6(x0) =  f ( x 0) — f ' ( x 0) x 0. В задаче требуется найти наи­
меньшее значение bmin функции Ь(х) =  f ( x )  — x f ' ( x ) .  Так как 
b' (x) =  —x f " ( x )  =  — х ( —Ьх +  12 ), то уравнение Ь'(х) =  0 имеет 
единственный положительный корень х =  2 , причем Ь'(х) < 0 при 
х < 2 и Ь'(х) > 0 при х > 2. Следовательно, bmin — b(2) =  —11.

7.54. а =  - 3 ,  утах =  9.
. 347.55. а 1, уm|n о ·

- 2 а

 ̂ (2 х 3 +  8ах 2 +  8а2х) dx 8α

7.56. а ■ =  2  —  ^тах 27"
7.57. а =  - 6, 6 = 1 1 ,  с =  - 5 .
7.58. а =  — 6, b = —11, с =  —6.
7.59. а =  6, 6 = 1 1 ,  с =  5.
7.60. а =  6, 6 =  —11, с =  6.
Р е ш е н и е .  Пусть / ( х )  =  — х 3 +  ах 2  +  Ьх +  с, х { и х 2  — абсциссы 

точек А и В. Так как точки А и В симметричны относительно прямой 
х  =  2 , то их ординаты одинаковы, а х 1 =  2 — t, х 2  =  2 +  ί, где t > 0. 
Итак, А ( 2 - f ,  у 0) , В (2 +  t; у0).

По условию f ' ( x , )  =  / ' ( х 2)> т· е· —3(2 — t ) 2 +  2a(2 — t) +  b =
=  — 3(2 +  ί ) 2  +  2α(2 +  t) +  6, откуда 24ί =  4αί, α =  6, так как 
t > 0. Следовательно,

/ ' (x ,)  =  f ' ( x 2) =  - 3 ( 2  +  t ) 2  +  12(2 +  i) +  6 =  - 3 ί 2 + 1 2  +  6. (1)

Но / ( * , ) = / ( x 2), т. e. — (2 — ί)3 +  6(2 — ί ) 2  +  6(2 — t) +  с =
=  —(2 +  t ) 3 +  6(2 +  t ) 2  +  6(2 +  t) +  с. Это равенство можно запи­

сать в виде 2 ί3 — 241 — 2 bt =  0, откуда

b — t2 — 12 , (2)

так как ί > 0.
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Из (1) и (2) следует, что

f ' Ο ι) =  / ( х 2) =  —2/2 < О,

и поэтому касательная 1 { к графику функции у =  / ( х ) ,  проходящая 
через точку А, лежит ниже касательной 12, проходящей через точку 
В. Поэтому прямая проходит через точку С (0; 2) и задается урав­
нением

У — Уо~ —2t2[x — (2 — ί)],

а прямая 12  проходит через точку D  (0; 6) и задается уравнением 
У -  У0 =  ~ 2 t 2[x -  (2 +  t )\ .

Так как точки С и D  принадлежат соответственно прямым и 12, то

2 — Уо =  2 i2(2 — i), 

6 — у0 =  2ί2(2 +  t),

откуда получаем

4 =  413, t =  1, χ ι =  2 — ί =  1,

а из (2) находим b =  —1 1 .
Подставляя ί =  1 в уравнение (3),  находим у0 =  0. Так как 

/ ( * i) =  / ( 1 )  =  Уо =  0, то —1 +  6 — 11 +  с =  0, откуда с =  6.
7.61. ψ .4
_  13VT0'
7·62' “ Гб- ·

2

Р е ш е н и е .  Построим графики функций у =  — +  χ — у- и

ми-у =  3 1 х +  6 1 — у (см. рис.), заметив, что С 6; — уj — точка 

нимума функции у =  3 1 х +  6 1 — у.

х 2 16Пусть I — касательная к параболе у =  / ( х )  =  —— +  х — —, 
D  (х0; у0) — точка касания прямой I с параболой, к — угловой ко­

эффициент прямой /. Тогда к =  / ( х 0) =  1 — у, а уравнение прямой 
I можно записать в виде у — / ( х 0) =  к(х  — х0).

Пусть A  (xj; у,) и В (х2; у2) — точки пересечения прямой I с пря­

мыми у =  Зх +  уу и у =  —Зх — уу соответственно, А С  В А — а,
L C A B  =  β, AB C А  =  2γ (см. рис.).

По условию β =  а +  2γ. С другой стороны, β =  π — (а  +  2γ),  отку­
да следует, что β =  у , т. е. прямые АС и I взаимно перпендикулярны.
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Так как угловой коэффициент к 1 прямой АС  равен 3, то 

к — — γ  =  — т. e. 1 — ^  откуда х0 =  8, / ( 8) =  — |  и поэто-
8 1му уравнение прямой I примет вид у +  2 =  — т (* — 8), т. е. у

у =  — Зх

3  —  з “ /> ------ j  ’ з *■
Найдем координаты точки В, 

решив систему уравнений 
<н
3 ’

1у =  - - х .  

гг 61 61Получим х2 =  -  γ ,  у2 =  24·
Пусть R  — радиус окружно­

сти, описанной около тре-
13 Сугольника ABC , тогда R  =  — , 

где

в с = д ~ т + 6) + ( £ + ! ) '
уТз"

13 + 39 \  2 
8

13 ντο

7.63.

7.64.

7.65.

7.66. 18,

2 '
13VT0 

32 '
,  25 б, -у.

73 
6 '

Р е ш е н и е .  1) Так как указанные в условии задачи числа являют­
ся длинами сторон треугольника, то эти числа положительны и удов­
летворяют неравенству треугольника, т. е.

у — Зх +  9 > О,О < Зх < 2у +  9 — у, 
О < 2у < Зх +  9 -  у, 
0 < 9  — у < 3 х  +  2у,

или у — х — 3 < О, 
у +  х — 3 > О, 
х > 0, у > 0, у < 9.

( 1)

Условиям (1) удовлетворяют точки треугольника ЛВС (см. 
рис.), где А (0; 3), В  ( 6; 9), С (3; 0), а площадь 5 фигуры М  равна 
S 1 — S 2  — S3, где 5[ — площадь трапеции OABD, D (6; 0), S 2  —
площадь треугольника ОАС, S

Так как 5, =  ^ (3 +  9)6 =  36, 52 =  ^, S-.

площадь треугольника BCD.

=  \ · 3 · 9  =  Щ-, то 5 =  18.

2) Неравенство
t2 +  2t(x  — 2 ) + 7  — у > 0
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является верным при всех ί £  R тогда и только тогда, когда 
(х — 2)2 — (7 — у) < 0, т. е.

у < 7 — (х — 2 )2. (2)

Условию (2) удовлетворяют все точки, лежащие под параболой 
3’ =  7 — (х — 2)2 с вершиной Е  (2; 7).

Пусть Zj, /2, /3 — прямые, заданные соответственно уравнениями 
у  =  Зх — 9, у  =  3 — х и у  =  х +  3. Парабола пересекает прямую 1{ в 
точке F ( 4 ; 3), а прямую /3 — в точках А и К  (3; 6).

Если σ — площадь фигуры Ф, то σ =  Oj +  σ2 +  σ3, где σ, — пло­
щадь треугольника АСЕ,  σ2 — площадь треугольника АКМ, М  (3; 3), 
σ3 — площадь криволинейного треугольника KMF.  Так как

4 з 4
Οχ =  у  4 ■ 3 =  6, σ2 =  j ,  σ 3 =   ̂ (—χ 2 +  4χ) dx  =  ^2χ2 — у )  =  у  το

σ = 73 
6 "

7.67. 6,

7.68. 18,

7.69. 3,

25

73 
6 '

7 Ιη 6 - 1 0

7.70. 2, 15 1η 2 — 9.
7.71. 2, ^ 4 ^ - 5 .

7.72. 4 1η 5 —

3 '

9 J p

\  7 Е  V / 1 
/ Т \  /  /  ι

V  6 /ММ
л щ Ш Ш е  i

/ /
\  ι

р 4 (  , \  Ю ,
/ 3  /о 2 / t M \  6 х

К задаче 7.66.
Р е ш е н и е .
Точка /1(0; 4) при любом а является общей точкой прямой 

у =  — 12х +  4 и фигуры М.  Поэтому эта прямая должна быть каса­
тельной к графику функции у, =  4е~ах в точке х =  0. Так как
yi(0) =  —4а, то —12 =  —4а, откуда а =  3.

Найдем общие точки кривых у, =  4е~3х и у2 =  12 — 5е3х, решив
4 эуравнение у = 1 2  — 5/, где t =  г . Это уравнение имеет корни

2 2 зZj = у  t 2  — 2. Если t =  у, то е
,,3х _

2 1 2откуда х, =  -у 1п а если

1 =  2, то е =  2, откуда х2 =  -г 1п 2. Искомая площадь

5 =  § (у2 — Ух) dx =  J (12 — 5е3х — 4е Зх) dx ■

=  I 12х — ·| е3х +  -  е~3х т  3 :4 1 n 5 - f .
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7.73. а =  - 4 ,  Ь =  5, с =  - 2 .
Р е ш е н и е .
Пусть х, и х2 — абсциссы точек, в которых график функции 

у := / ( х )  =  х3 +  ах 2  +  Ьх +  с, где с < 0, пересекает ось Ох. Тогда х, и 
х2 — корни многочлена / ( х ) ,  а / ( х )  делится на (х — х, ) (х  — х2), от­
куда следует, что / ( x )  =  (х — х, ) (х — х 2)(* — и), где α — одно из чи­
сел х ,, х2 (уравнение / ( х )  =  0 по условию имеет ровно два различных 
корня). Таким образом, многочлен / ( х )  имеет вид / ( х )  =  
=  (х — х , ) 2(х — х2), откуда находим / ' (х , )  =  0 и касательная к гра­

фику функции в точке (х,,  0) совпадает с осью Ох.
По условию ордината точки А  равна с, где 

с < 0, а касательная к графику функции 
у =  / ( х )  в точке М  проходит через точку А. 
Поэтому абсцисса точки М  равна х2, а абсцисса 
точки N  равна х, (см. рис.). Задача сводится к 
нахождению чисел х, и х2. Так как / ' ( х 2) =  
=  (х2 — х ,)2 =  к, то уравнение прямой, каса­

ющейся в точке М  графика функции у =  / ( х ) ,  
имеет вид у =  к(х  — х 2). Эта прямая проходит 
через точку Д (0, с), где с =  —кх 2  и

К задаче 7.73. х гх \  =  Х 2 ( х г ~  *ΐ )2’ Откуда х2 =  2Xj (х2 Ф  0) и
с — —2х3.

Пусть S  — площадь треугольника ΛΜΝ,  тогда 5 = 1  =  
=  —с ^ ( х 2 —х , ) =  — ^ c x v  откуда с =  — ~ =  — 2х3, х, =  1 ,

х2 =  2, / ( х )  =  (х — 1)2(х — 2) =  х3 — 4х2 +  5х — 2.
7.74. а =  - 4, b =  —5, с =  - 2 .
7.75. а =  4, b =  5, с =  2.

7.76. а =  4, ό =  —5, с =  2.
7.77. а) 8; б) 10 — π; в) 6 — π. 
Р е ш е н и е ,  а) Первому неравенству

удовлетворяют точки, лежащие в квадрате 
(рис.) с вершинами А( — 1; 0), .S(0; 1),
С(1; 0),  .0(0; —1). Площадь этого квадра­
та 5, =  8.

б) Второму неравенству, которое мож­
но записать в виде

( х - 2 ) 2 + ( у - 2 ) 2 >4,

К задаче 7.77- удовлетворяют точки, лежащие вне круга 
радиуса 2 с центром в точке Е ( 2; 2).
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Площадь заштрихованного на рис. сегмента равна π — 2, а пло­
щадь фигуры, координаты точек которой удовлетворяют первым 
двум неравенствам, равна 52 =  8 — (л  — 2) =  10 — л.

в) Прямые у — Зх — 2 =  0 и Зу — х +  2 =  0 пересекаются в точке 
F( — 1; 1) и проходят соответственно через точки В и С.

Третьему неравенству удовлетворяют точки двух вертикальных 
углов с вершиной F,  один из этих углов — угол, образуемый лучами 
FB  и F С и содержащий точку О.

Пусть 53 — площадь фигуры, координаты точек которой удовлет­
воряют всем трем неравенствам системы, S4 — сумма площадей тре­
угольников ЛВВ  и CDF.  Тогда 54 =  ^ 5, =  4, S 3 =  S 2 — S4 =  6 — л.

7.78. а) 18; б) |  (10 -  л); в) J (6 -  л).
7.79. а) 32; б) 4 ( 1 0 - л ) ;  в) 4(6 -  л).
7.80. а) 50; б) ^ ( 1 0 - л ) ;  в) Ц- (6 -  л).
7.81. 3 и 2.
Р е ш е н и е .  1) Последние цифры чисел 2к повторяются через 4 

(2 1 =  2, 22 =  4, 23 =  8, 24 =  16, 25 =  32, 26 =  64 и т. д.). Поэтому по­
следняя цифра у числа 22002 такая же, как и у числа 22 (2000 делится 
на 4), т. е. 4.

Аналогично, последняя цифра у числа З2002 такая же, как и у 
числа З2, т. е. 9. Следовательно, последняя цифра числа а такая же, 
как у суммы 4 +  9 = 1 3 ,  т. е. тройка.

2) Остатки от деления на 11 чисел вида 2'1 повторяются с периодом 
10. Поэтому остаток от деления числа 22002 на 11 равен остатку от 
деления на 11 числа 22, т. е. равен 4.

Аналогично, остатки от деления на 11 чисел вида Зк повторяются
с периодом 5. Поэтому остаток от деления числа З2002 на 11 равен
остатку от деления на 11 числа 22, т. е. равен 9.

Следовательно, остаток от деления на 11 числа а равен остатку от 
деления на 11 суммы 4 + 9 ,  т. е. равен 2 .

7.82. 8 и 3.
7.83. 3 и 8.
7.84. 3 и 9.
7.85.а) 8л, б) 6л, в) 4л +  4.
Р е ш е н и е ,  а) Первому неравенству, равносильному совокупно­

сти двух неравенств (х — 2)2 +  у2 г£ 4, (χ +  2)2 +  /  ξ  4, удовлетво­
ряют координаты точек, находящихся внутри и на границах двух 
кругов радиуса 2 с центрами (—2, 0) и (2, 0) (см. рис.). Площадь
этой фигуры 5, =  2 · л · 22 =  8 л.

б) Второму неравенству удовлетворяют координаты точек, распо­
ложенных вне (и на границе) квадрата с вершинами (—2 , 0), (0, 2 ),
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(2, 0), (0, —2). Площадь S2 фигуры Ф2, координаты точек которой 
удовлетворяют первым двум неравенствам системы, равна — S0, где 
S0 — половина площади круга радиуса 2, т. е. 52 =  8π — 2π =  6π.

К задаче 7.85.

в) Третье неравенство можно записать в виде (х — 4)2 — у2 ^ 0, 
или (х +  у — 4) (х — у — 4) S 0. Этому неравенству удовлетворяют 
координаты точек, лежащих внутри и на границе одной из двух пар 
вертикальных углов, образующихся при пересечении прямых 
х +  у — 4 =  0 и х — у — 4 =  0. Так как (0, 0) — решение третьего 
неравенства системы, то этому неравенству удовлетворяют коорди­
наты точек фигуры Ф2, лежащих в прямом угле с вершиной (4, 0),

2
таких, что х ^ 4. Площадь S3 фигуры Ф3 равна -  £ 2 +  σ0, где σ0 —
площадь прямоугольного треугольника с вершинами (2, 2), (4, 0), 
(2, - 2 ) ,  т. е. σ0 =  4.

Следовательно, S3 =  4π +  4.
7.86.а) 8π; б) 6π; в) 4π +  4.
7.87.а) 8π, б) 6π, в) 4π +  4.
7.88.а) 8π; б) 6π; в) 4π +  4.
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